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ho matemáticas en nuestro país vienen atravesando por un gran 

cambio, producto del estuerzo de muchos profesores y estudiantes que 
se preparan y afrontan el reto de superación, es agradable ver los 
recientes éxitos internacionales logrados por nuestros estudiantes, lo 
cual no contrasta con los resultados de la UNESCO donde nuestros 
escolares ocupan los últimos lugares. Por supuesto el éxito no es 
producto de la casualidad, pues en realidad nada surge de nada, es 
producto de la inversión de pocas instituciones privadas y del talento 
de muchos estudiantes y profesores que no hace mucho fueron 
estudiantes. La idea es hacer nuestra educación más competitiva, 
llegar a más zonas de nuestro país. 


Con el deseo de aportar, de alguna manera sumar positivamente 
y unirme al grupo de profesores que viene impulsando el estudio de las 
matemáticas, desde mi campo que es la geometría, presento esta nueva 
publicación: “Áreas de regiones planas”. 


El tema es muy amplio y nos conduce a referirnos desde el origen 
de la geometría hasta nuestros días, realizar muchas notas históricas, 
aplicaciones en juegos educativos y pedagógicos, por supuesto mi 
objetivo es llegar a un público amplio en especial al nivel 
preuniversitario para ello he dosificado el tipo de problemas para un 
público básico hasta uno avanzado. He sacrificado algunas veces la 
belleza de la geometría y he enfocado el tema netamente académico, 


Se trata de un libro teórico y práctico, inicio la obra indicando la 
idea de área, así como enunciando el grupo de axiomas para poder 
demostrar la mayoría de expresiones dadas para el cálculo de áreas: En 
la primera parte de la teoría me he referido a la parte básica de áreas, 
para todo público escolar y preuniversitario; en la segunda parte es 
para un nivel UNI donde se requiere combinar el curso con otras ramas 
como trigonometría y álgebra; en la parte final de la teoría es para un 
público de mayor experiencia y como entrenamiento para estudiantes 
preolimpicos y para quien desea profundizar un poco más en la 
geometría. En cuanto a la parte práctica esta compuesto por 600 
problemas, divididos en niveles, según ello el estudiante se ubicará y 
avanzará las soluciones planteadas como guías. 


La obra es producto de la experiencia e investigación del autor 
realizadas en aulas académicas, centros superiores, y en el interactuar 
con los estudiantes, amigos y profesores, a quienes estoy muy 
agradecido, por sus sugerencias y críticas objetivas, las cuales me 
permiten mejorar en cada nueva publicación. 


Julio Orihuela Bastidas 
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Las matemdticas poseen no sólo la verdad, sino cierta belleza 
suprema. Una belleza fría y austera, como la de una escultura. 


Bertrand Russell 
Ss E c. 2 sec ае 7а 





NOCIONES PREVIAS 


La palabra Geometría, etimológicamente quiere decir medida de la Tierra, se- 
gun el historiador Heródoto (siglo V a.C) atribuyó a los egipcios el orígen de esta 
ciencia, la cual consistía en una colección desorganizada de reglas para calcular "áreas", 
"volümenes", realizar construcciones sencillas, etc. La idea del área no dista mucho 
de lo moderno, se pagaba impuestos en función del lote que ocupaban. Los rebalses 
del Río Nilo muchas veces hacía desaparecer parte de la tierra de los agricultores, 
entonces los cobradores del faraón tenían que recalcular el “área” de cada terreno. 


Durante los primeros dos mil años, la geometría fue un conjunto de conoci- 
mientos empíricos, obtenidos por inducción sin el fundamento de una demostración 
lógica. Los griegos inclinados por el temperamento a la filosofía y a la abstracción 
lomaron la geometría de los griegos y lo rehicieron dándole el carácter deductivo, 
tomenzando por Tales (Siglo VI a.C) y consolidandose con la obra de Euclides (siglo 
Ill a.C), en cuya obra “Los Elementos" donde se presenta a la geometría organizada 
deductivamente. Este modelo se toma hasta nuestro días y es así que se dice que la 
matemática es estructurada. 


Segün Puig Adams, la edificación racional de la geometría se funda en las 
siguientes normas: enunciar los conceptos; admitir sin demostración ciertas propieda- 
des que relacionan estos conceptos (axiomas); y deducir lógicamente las restantes 
propiedades. 


Vara todas las publicaciones he tratado de seguir dicho modelo de construcción de la 
geometría. 
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REGIÓN PLANA LIMITADA 


_ Dada una línea cerrada en el plano (poligonal, curva o combinación de ellas), 
e denomina región plana limitada a la reunión de todos los puntos interiores a dicha 


ínea con su frontera, así tenemos: 


















Región Región Región 


Región 
cuadrangular poligonal  curvilínea ixti 


ÁREA 
Elijamos una unidad de medida para las longitudes (centímetros, metros, pul- 
gadas, yarda, etc), todos los cálculos se realizarán en función a esa longitud, aunque 
en la mayoría de ejercicios no se mencionen. 
Asignaremos a cada región plana cerrada un número real positivo denominada área 
expresado en unidades cuadradas, la cual representará la extensión comprendida de 
la región plana limitada. 


Por ejemplo: 


Denotemos : 
Sis, : Área de la figura F 
Si) = 4u° 
Sr, = би? 
Sr, = 343u* 
Sr.) = nu^ 





Aunque no hav una notación general, se suele usar las siguientes: 
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Área de la región triángular РОВ: 
S APOR ; (POR) ; брон!) ‚ [РОВ]; SpoR ; A 





P R 
Si no hay lugar a ambigúedad: colocar una letra mayúscula sobre la región sombreada 
lalgunas veces con subíndices) 


JOMAS SOBRE ÁREAS ` 


Un cuadrado cuyo lado es “1u” | Regiones congruentes limitadas | Una región plana limitada puede ser 


cumple que el área de su región | tienen áreas iguales. descompuesta en subregiones, enton- 
ces la suma de áreas de dichas sub- 


1 2 : E 
es lu”. regiones es el área inicial. 


5т=5,+5,+5,+5, 















Тау pt ccr 







* El último axioma es a su vez un buen criterio para la resolución de problemas 
cuando el área de la región no es sencilla. 


* En cálculo superior se calcula áreas de superficies curvas (no planas) con la 
ayuda de métodos de geometría diferencial; así como también hallar áreas bajo 
la curva cuando la región no es limitada (como por ejemplo, en estadística, 
cuando se estudia la normal) 


| (TEOREMA | (ÁREA DE UNA REGIÓN CUADRADA) 


ГЇ Area de una región cuadrada es igual al cuadrado de la longitud de su lado. 





C 





En el aráfico, ABCD es un cuadrado. 
Se cumple: 


Ln 
S ABCD) = 














En realidad la prueba no es tan sencilla para todos los casos, veamos todas las 
posibilidades: 


~ Si ae N 


(Elijamos un número sencillo: “a=3u”, pero se prueba análogamente para todo a) 


« Se divide en "3" partes iguales (en general en “a” partes 
iguales) cada lado, luego trazamos paralelas a los lados, 
tendremos “3?” nuevos cuadrados (en general: “a?” nue- 
vos cuadrados). Usando los axiomas: | 


« Cada cuadrado pequeño tiene área “5 = 10и" y como el 
total es: 





En general: S ABCD) = a° Su'ABcp) = 9S = 3° (1u*) = 9y? 


1 
— Si "a" es de la forma: s donde ne N 


Elijamos para fines didácticos "a -7 pero también se puede hacer en general 


considerando el 
cuadrado de la- 


do “lu” tu 


* 
' 
* 
* 
r 
' 
+ 
' 
' 
' 
' 
r 
* 
* 





Se descompone en cuatro partes cada lado, tendremos “4?” nuevos cuadrados, cuya 
área será: "S," 


2 
Luego 4*S, =1u? = S, «(5 u* 


2 
En general: S, «(5 u* =a? 














— Si a es de la forma: m “man son naturales. 
n 
ве puede decomponer así: ES 
J n n 
E _. 4 1 
+ )memos por ejemplo: a= de s= aqu 
' 
Siaco) = 9 
B Be Ps as RB. Como ya fue probado que si el lado del cuadrado 
` | 1 { 1 2 
es — , entonces su area es : 9 
n n 
2 2 
= s-[s] и” => Sua q -(3) ц? 
D En general: Sasco = a° 





91 “a” es irracional, la prueba se realiza con límites (ver anexos), de todos 
maneras se prueba que: 


| 
| 
| 
| S, acp = а“; donde ae R' 
METE (ÁREA DE UNA REGIÓN RECTANGULAR) 


Fl área de una región rectangular es el producto de sus dimensiones. 


| APUD. 58 
Sua el rectángulo ABCD, cuyos lados son AB=x y BC=z, como ya conocemos el área 
una región cuadrada, formemos el cuadrado cuyo lado mide. “х+2" 


. Como ABCD es congruente con MDFG 


= двер) ^ mora) = 5, 





z D 
zi 5. Sı 2 
: ле лр; 
Кее. m... +S. +25, 2x* +z + 2x2 BA ERA 
н M G Эз ЖЭ 09 2 
E r.. 


оне 





TTTTZTY (ÁREA DE UNA REGIÓN PARALELOGRÁMICA) 


n el aráfico; ABCD es un paralelogramo n 
B C 





A H 





A 
e cumple: Como ZAHB = 4DMC 
Saco, = ah = 5 данв = 9 домс 
=» Sasco) = Seco) 


TREES Ev dh 






TFT TIT Y — 
* También se cumple en este caso: = Saco, = Энвсм) 7 ah 


* Se deduce: 





AAHB= ZIDMC 


> S Ane” омс 





= Siam) = SIHLCM) 


REGIONES EQUIVALENTES 


e llaman regiones equivalentes, a aquellas regiones que tienen áreas iguales: 

Si A = B = C = Dichas regiones son equiva- 
lentes. 

Una aplicación sobre regiones equivalentes 


las veremos más adelante en el juego chino 
TANGRAM. 
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ÁREAS 
ÁREAS DE REGIONES TRIANGULARES 
(Fórmula básica) 


Bl área de toda región triangular es igual al semiproducto de las longitudes de un lado 
Соп la altura relativa a dicho lado. 


Y À. pA 


Pm a mem ar =й 






(ABC): Área de la región triangular ABC 








Se cumple: 
h 
S nci => 
(ABC) 2 
Veamos para cada caso: 
A D . Completamos el rectángulo ABCD, luego tendre- 
mos: 
ДАВС = ACDA = 5, = gane = 9i 
. Por teorema: 25, = ah 
s =2 
2 


. Completamos el paralelogramo ABCD, luego tendre- 
mos: 


AABCEACDA = Sus "S une 79? 


. Por teorema: 25, = ah 





h 
Q um 
E 












. Análogamente completamos el paralelogramo 
ACBM, tendremos 25,=ah 


En el gráfico, AQ = h,, CP = h, y BR = h, 


+ 3% => ah, =2bh,=2ch, 


= |аһ, = bh, = ch, 


Un resultado similar se obtiene con semejanza y 
con "Relaciones Métricas" concluyendo que la ma- 
yor altura es relativa al menor lado y viceversa. 





TEOREMA | (Fórmula trigonométrica) 


l área de toda la región triangular es igual al semiproducto de las longitudes de dos 
e sus lados multiplicado con el seno de la medida del ángulo entre dichos lados. 


B 
En el gráfico se cumple: 


S AABC = C sena 


. Se traza la altura BH 
. En AAHB: BH-c.sena 


b(BH 





". Sic” sena 








w mme A NT 


En forma similar al anterior, se prueba 
los siquientes resultados: 


| 
ETE (Fórmula de Herón) 


“Г área de toda región triangular es igual 

a la raíz cuadrada del producto del 

-»emiperímetro, con las diferencias del 

|. con las longitudes de cada 
O. 


w 





-— 


En el gráfico, sea р el semiperímetro 





<> 
> 
<> 
e 
$ 
4 
E 
E 
> 
e 
Le 
> 
Le 
> 
E 
T 
E 
e 
E 
E 
e 
4 
E 


robos rr 5 rr AAA AA 


_a+b+c 


Se cumple: 


S nc = Np(p - a)(p - b)(p - c) 





. Por la fórmula básica: 


bh, 


увс = 5 LL) 


. Por el teorema de Herón, (relaciones 
métricas): 


h, = E [pip -alp -bip - 2) 
. De (1) y (2): 


S, ac = N p(p - a)(p- b)(p- c) 





тч" www 


- = m 
, I 
` 


DIVERSAS EXPRESIONES PARA EL ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR Ё 


"EOL 


El área de toda región triangular es igual 
al producto del semiperímetro con su 


inradio. 
/N IN ET 
AS + El área de toda región triangular es igual 


* al producto de las longitudes de los tres 
+ lados entre cuatro veces el circunradio 








AS 





En el gráfico, p y r son el semiperímetro e 
inradio del AABC 


Se cumple: 
En el gráfico se 
cumple: 


bc 
S аос 
MPO 4R 





. Usemos el criterio de hallar un área 
como la suma de sus regiones parcia- 
les, así: 





S Apc = SAC + S, uc + Sac 


error Фо Фо Фе ФФФФФФФФФ A ds 
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‚ Por fórmula trigonométrica: 





Saase = 5 sena DHA) ? 
2 
. Еп ABCD: T 
E 2 
sena — JR (2) 


D D D D 


«De (1) y (2): 


- 
d 


bc 
Se EE 
AMBC = дт» 


EN FUNCIÓN DEL EXRADIO 


El área de toda región triangular es igual 
el producto del exradio con la diferencia 

del semiperímetro con la longitud del lado 
relativo a dicho exradio. 





„беа p el semiperímetro del AABC 


¿Perra 


«Se ubica el incentro 1 del AABC y se 
traza IH LAC (H en AC) 


=> AH=p-a 





. AAHI~ AATE > <> = 


> Ф e 
e 
T е 


= pr -r(p-a) 


ABC 





" Sanc = 1 Ip a) 


TT 


En el gráfico, p y r. son el semiperímetro 
y «xradio del AABC 


Зе cumple: 


Análogamente, para cada lado. Sea 
AB=c y AC=b, se tendrá: 


eos 


OaABC = r,(p — b) 


Sac = t, (p-a) S = 
AABC ^ "c 


ФФ % % % 


de <» 








Además de conocer la forma de hallar el 
área de un triángulo rectángulo con los 
catetos, es importante conocer otras ex- 
presiones que por su presencia en muchos 
ejercicios y por su simplicidad en la ex- 
береда. 


O En el gráfico, © es la circunferencia ins- 
crita, se cumple: 


es 


О En el gráfico, se muestra la circunferen- 
cia inscrita y exinscrita. 





. Tracemos también la circunferencia 


exinscrita relativa a AC (sólo como 
referencia) 


cesen rro t 99999999 9000090999909 9992 


Ы 
Ld 





« Sabemos que: 
Sa=pr L1) 
donde p es el semiperímetro de ABC 


„ Por propiedad de circunferencia: 





AQ=p 


Ta 


« En (1: S4, 7t,t . Por propiedad de circunferencia: 


LIE EE LEER 
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CF=CH=n : BF=CQ=m у АО =р 


= |% 
о |3 


* ZIHC- ZCQE: 


=> rp =mn 


S давс = mn 


C En el gráfico, €; y €; son las circunfe- 
rencia exinscrita para el AABC 





$, 












DI 


trita. 


M 
— MA n — 


I propiedad de circunferencia: 









P. | г ° 
- Tracemos ahora la circunferencia ins- 


ÁREAS 


e BT=AM=m y BE-MC 
o r. r. 


D 


+ + Сото Same = тп = Sag = tr, 


О En el gráfico, Y es la circunferencia 
exinscrita del AABC 





Dope Q AAA 


Se cumple: 


+ 1174 | 
¿ La prueba se deja como ejercicio para el 
* lector 

e 


* Q En el gráfico, se muestra la circunferen- 


cia exinscrita. 
de 
«t 
D 
D 


Tr Q 4 Q + Q Q Q 


de «le 





Ф945 6 © 


Se cumple: |5 давс = mn 








TUE 


+. Notemos que "m" es el semiperímetro 


. Si trazamos la circunferencia inscrita, tangente а BC en T, entonces ВТ= CQ-2n 


„ Usemos S 4,,,—pr, donde r es inradio: 


* Como: r-BT = n-r 4 S j Í| = mn 





Ahora veremos diversas formas de comparar áreas de regiones triangulares, cuando 
tienen algunos elementos en común. 





Usemos la fórmula básica: 





_2h 
uir 5; а 
bh b 
S = — 2 
e. 


Veamos alqunos casos particulares de lo anterior: 








20 















Em 


Si a-06 a+0=180* 












| 





Comoo-0 ó 2+0 = 180° 


= sena =senb 






ab 
= senc. 
de S, _ ab 
S, = 77 seno > mn 
Dbseruación. — 





| Como caso particular veamos: 


D 


Ѕ,лвс _ (АВ)(АС) 
Sao (AD)(AE) 


Se cumple: 


Sapec  SacsQ 





Reemplazando: 


Sapar _ (PT)(TQ) 


ФФФФФФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ОФФ ФФ AAA 


E 


со йо 
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En el gráfico, G es baricentro del triángu- 
lo ABC. 





A N C 


Se cumple: 








En el gráfico se 


COROLARIO 


Si G es baricentro del triángulo ABC se 
cumple: 





En el gráfico, M, N y L son puntos me- 


< 
$ 
E 
ç 
+ 
e 
< 
< 
4 
4 
+ 
e 
+ 
+ 
> 
e 
+ 
+ 
> 
ES 
+ 
+ 
> 
E 
> 
e 
+ 
o 
+ 
+ 
2 
“e 
< 
+ 
< 
E 
<> 
> 
E 
+ 
+ 
> 
dios de AB, BC y AC respectivamente. м 
< 
+ 


А 


Se cumple: 
OAABG = SABCG = S AACG 


La razón de áreas de dos regiones trian- 


S ES zc = . qulares es igual al cuadrado de la razón 
AAMN 7 OaMLN = PaALNC = %aMBN * d | 
* de longitudes de segmentos homólogos. 
a. 





Se cumple: 


"LT: 





ÁREAS 















En el gráfico, AABC ~ AMNL , entonces 
se cumple: 





bh nh 
vU; ^9. 
bYh 
n J h, бө) 
S Bra 
= ме: (3) =k 
Susa UR 


Juando se trate de comparar tres  2)En general para dos regiones seme- 
Ás regiones semejantes; es re- jantes: 
ndable usar: 





Figura 1 


Si las figuras 1 y 2 son semejantes"x" 
y “z” son longitudes homólogas, Se 


cumple: 





РЕЗА 
, png 


sine -mmm 


ÁREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 


FORMULA GENERAL 





. Para el DABCD: 


En área de toda región cuadrangular es 
iqual al semiproducto de las longitudes 
de las diagonales por el seno de la medi- 
da del ángulo entre dichas diagonales. 


+ $ o $ $ % ses 


S ABCD = Sac + SAACD 


9 asco = ACHENI senð + — sen8 





S co" Lc seno (BL +LD) 
2 саада. 
) BD 

A 
Se cumple: yn (ACE) sen 
Sas ATEO „гө 
„Рага el AÁEFGH 
SA ereu” S AEFH $ S AFGH 





S Aron” enn sena — GRE seno! 
Sacro = (EN - оң) 59 sena 
E EG 
En el gráfico, se cumple: (EG)(FH) 
А sroH = 2 senal 


SS ALEFGH = ED sena 


A A oo te btt t E 
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«Si las diagonales son perpendicula- 
res. 














Se cumple : 

(AC)(BD) 
Sa — 

2 

LESS Б Se cumple : 

V СЕ 2% (EGNEH) 
e E AERE S«trGgH = ———— 

EN m ` 2 


REGION CUADRADA 


| el gráfico ABCD es un cuadrado, se 
mple: 


ШОМ RECTANGULAR 


vl gráfico, ABCD es rectángulo 
C 










Se cumple : 


Siagcp) = mn 





ÁREAS 
+ г лл ДА? 


Le 


+ En el gráfico, ABCD es paralelogramo 


* Se cumple: 


mmm 





Las ültimas expresiones planteadas ya 
han sido demostradas 





REGIÓN ROMBAL 


En el gráfico, ABCD es un rombo. Se 
cumple: 





D 


_ (ACID) 





Por la fórmula general: 
AC)(BD 4 
Эблвсо = ==; tengo 
S _ (AC)(BD) 
QABCD — TE 


ФФФФФФФФФФФФФ ФФ Ф 40 I Rum 


MURAT PORAN TT ug 31177177. 4 








REGIÓN TRAPECIAL 
En el gráfico, AD//BC . Se cumple: 


REGIÓN LIMITADA POR UN CUADRILÁ- 
TERO CIRCUNSCRITO 





En el gráfico AABCD es circunscrito,se 
cumple 





I $ $ $ X - X LL LLL Rd 


donde "p" es el semiperímetro del 
C ABCD 


Si AD//BC, My N puntos medios de 





. Antes, consideremos el teorema de 
Pitot: a+c=b+d 


+d 
D . Como р= 3297619 -a «cc bd 


MN : Base media = 


• Sanco= Эллов + 5 вос + Sacoo + Эллор 


coser rr rr rr rr ФФФФФФФФФФФФФ4Ф94#44Ф44ФФФФ 
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>> 


r г сг. аг 
ar br, cr dr 


Bawo^" 2'2'2'2 


s 
7 ъ= еа. rac) +0) 


р 





р,: ѕетірегітеіто de ЛАВЕ 


p,: semiperímetro de ADCE 


[| teorema anterior, se puede generali- 
1 r para todo polígono circunscrito. 


Sea A,A,A,....A : 


polígono circuns- 
crito 


| p: semiperímetro 
^ Se cumple: 





S + + 4Ф + Ó Ó Ó Q Q Ç Q Ó Q Q Q Ó S Q Ó+ Q Ó + Q Ф Ó Ó + $ 


An DA A,.A, = pr 


° Smasco= Saase  dacoe 


IEA DE UNA REGIÓN LIMITADA POR UN 
UADRILÁTERO EXINSCRITO 


= r(p, -BE) -r(p; - CE) 

| gráfico, el CAABCD es exinscrito 

Saco". ЧР, p.) - (BE - CE) 
d b 


lr T Q + Ó+ Ó 9 *$ Q 


$ 9 авер (9 - b) 

e 

“ 

j . Por teorema de Steiner: 


> 


d-b=a-c 


S =r(d-b)=r(a-c) 


ГУАВСО 


Do < Wo. &+ 45» e e 


балар = r(a — c) = r(d — b) 









Por razón de áreas: 





M, AQ 
* EnAABC: —== . 
= M, 5, Notemos que: 
S, AQ | S 
«En AACD: = =— ' E - 
M, QC S, = Ssang + Эмси 
S, = 5 авм + Saano 
— w— 
A MM, = 5,5, S zz M + М 


* 


Еп el gráfico, se cumple: 


rr III IAEA A 





¿ + $ 2 > O rr 2 $ + + + S nor”, 











- prueba es análoga a la anterior, se deja ¿ , Sure = Xysena 9 
mo ejercicio para el lector. 
| | (2х)(2у) 
En el gráfico, se cumple: Ser 9 8210 
S = SA EFGH 
ORSTU 9 


En el gráfico, AD//BC. Se cumple: 


Se cumple : 


^ > ўр 
mbos casos es similar, demostremos 


segundo: 
П AGHT y AEFH , por base media: 





1«2(ST) -2(RU) y FH//ST/RU 


Notemos que debido a que AD//BC — 
los trapecio ABMN y NMCD tienen igual 


RSTU es paralelogramo | 
altura y la misma suma de bases, luego: 


5 [AABMN ~ S EANMCD 


"rrr 5 k 5 Ф4ФФФ4Ф4ФФФФ4ФФ4ФФФФФФФФФФФФФ4ФФ+ФФ 


y m«SRU = m<GMF 





UE 


.Sea MN la base media 





A D 


„ Por teorema 


° Saasco = ХУ 


xy [99775 


S 
AABM 775 














Si AD// BC 






Se cumple : 


Como los As ABD y ACD tienen a AD 


en común (igual base) y AD//BC = las 
alturas desde B y C en dichos triángulos 
son iguales, luego: 


La propiedad expuesta es muy impor- 
tante en la resolución de problemas, 
la usamos generalmente cuando no- | 
temos rectas paralelas. 


AE pt ur 
т е EA EA 
"ox SEA A 
" EA um L. P. 2 
т" * a 


E —— 
S = y MIN A SA ABCD = (M ANY 


Фо Фф Фо ФФ ФФ AAA AAA Q + $ + Ó + Q $ Q + + Q + Q Q Ó+ Q Q Q Ó$ Q + 
























* Por lo anterior: 


Фф4 Ф944 


S 


26 Sagen 
AAPO ~ 


B P C 
A Q D 
. Sea PQ//AD = ABQG y QPCD: 
paralelogramo 


S loco) T 


„ Por teorema: 





(5)(5) = MN = s= MN 





* Srasco" M+N+2S 


блр = M + N 4 2/MN 
eS = (VM + ANY 





II ABCD es un paralelogramo, se cum- 





> Saro = S, + S, 


Saaacpo = 2S, + 25, 


“C 


= Scagcp = 2S,App 


A D 


Si: ABCD es paralelogramo. 


Se cumple: 


ТФФФФФФФФФФФФОФФФФФФ e EE ET 
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. Como AD//CP 


= Sacr = Эмир = № 


° Supp = MN 


Saaco = "pw 


Si ABCD es un paralelogramo y P es un 
punto entre las rectas paralelas. Se cum- 


ple 








S 
e Spas + Spcp = Span f Spcp = жө 
$ o ^ Sup Sc Suo = 7 
* Əp cp T pan = Spec T Әр,др 9 





‚ Demostremos para el punto Р, 
+ Notemos: h, + h, = h 


° Soa = ah 


. S == аһ, 
pag = 
: Spas + 9pcb = 2 (h, +h) 
ah, 2 Wawa yaaa 
Әрер = E h 


ah _ S GABCD 


+ ES 





= Spas +Әрср = 
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Diservación c. 


Si un punto no se ubica en la región indicada: 





Si ABCD es un paralelogramo 
AD // PQ y AB// MN 





„ Notemos que APLM y LNCQ son paralelogramos, entonces: 


Sum = SauM У ANC = Paco 


Si S uc +5 a =S; * Su 7 9 da = S, =S, 





со кне 
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ÁREAS DE REGIONES POLÍGONALES REGULARES 


(En función del circunradio) 





En general para hallar el área de una re- 
gión polígonal, bastará hallar el área de 
su “triángulo elemental” y multiplicarlo 
con la cantidad de lados, veamos algu- 
nos Casos: 


ABCDEF: Hexágono regular 





» ABCDEFGH: Octógono regular 
„ S: área de la región octogonal 





ABCD : Cuadrado 


DAD == 45 ¿goc 





. ABCDEFGHIJKL: Dodécagono regular 


‚ S: área de la región polígonal 





ФФФФФФФФФ Q Ó Q Ó Ó d j d Ó Ó Q Q Ó Ó Q Ó Q Ó ФР РФ Ó Ó Q Q Р Фф ФР Фф Фф Ф Ф Ó Ó Q Ф Q ФФФФФФФФФФФ 


















. ABCDEFGHIJ: Decágono regular 





b E 5 = 125S,zor ‚ S: Área de la región poligonal 
2 
| R sen3o* 
ДЕ 
S = ЗВ? 
-АВСРЕ: Pentágono regular 
9: área de ABCDE 
H 
$58, con y S =10S,kor 
(tsap? (е o Po 
2 
2 


. Pero: bio = 25 - 1) 


an. -2 10+245 


AT S- JR'/10- 2/5 


4646004420 0 0.0. 5 5 5 k 2 5 5 b Q Q Ó 9 Q 5 $ G + Q Q Ó Ó Q Ó Ó Q Ó Ó Ó Ó Ó Q Ó Ó Q Q Q Ó Q Ó * LE + E di 


O o o 


ÁREAS DEL CÍRCULO Y PARTES NOTABLES 


ÁREA DEL CÍRCULO 


El círculo es la región plana limitada por 
una circunferencia. 


Fl área del círculo es igual a la constante 
1(3,14159...) multiplicado con el cuadra- 
do de su radio. 


En el gráfico: 
Ao: área del círculo 


Se cumple: 








, Una manera de probar el teorema in- 
dicado, es usando la expresión dada 
en la página 21, como todo polígo- 
no regular es circunscriptible a una 
circunferencia y el número de lados 
tiende al infinito: n— œ, luego el 
perímetro del polígono tiende a la 
longitud de la circunferencia. 





“e 


cororr rr rro roer rro rro rr errrrrPosrnrrrrpor per E 


A(poligonal) + Ae 


Ao = pr 
y 
278 





Procedemos así: 


. Se descompone el círculo en un nú- 
mero par (bastante grande) de secto- 
res; se ordenan dichos sectores tal 
como se muestra, la cual tiende al 
área de un paralelogramo cuya base 
es # (longitud de la semicircunferen- 
cia) y altura r. 


. Como la longitud de la circunferen- 
cia(2) es 2лг = /=тг 


. Ae-ír = Ае = ж? 


SECTOR CIRCULAR 


En el gráfico, la región sombreada es un 
sector circular: е 





. e: A! YA 
F о у 11 


OU 





+ | Debido a la presencia de algunos ca- 
sos particulares, es recomendable re- 
cordar: 







de «e «e 4 de de 40 





B 4 





ы | "vi 4n 


* 
^d 





M y 
3T 
и I 
vM 
"mn. 


U en grados sexagesimales . Se cumple: 


2 


* . t * 
= ÅT ct D *% 


ot 
ЭАлов = 360: 


» < 
м 
P |н 


sa 







+ + 


do regla de tres simple 





360° — Ao 


a — Sos 


Aa TR Aa- лв? 


al 
S Aao” 360" ne 


SEGMENTO CIRCULAR 


Se cumple: 





= AIRE a rs 
Jh^phiunf 1M 
* м ^ š h 





lorma alternativa para el área de 
im sector circular es en función a la 
ongitud de arco: 





Segmento circular 


. 5 ç + Ó Ó Ó Ó TEE Q Ó Q Q 


D D DO * 


DO e ds 





4 D 


* 
ы 


¡longitud de arco S Aao = 9 2087 9 AAOB 


iR 
2 


44% 


2 
A ss ARTES e К sena 
360? 2 


he cumple: |S- 


D ° D 





«e 


| 




















+ 
CORONA CIRCULAR ° 
En el gráfico, T es punto de tangencia š 
^ 
% 
e 
e 
E 
4 
E 
E 
E 
<. 
E 
e 
> 
E 
E 
> 
+ 
E 
E 
E 
E 
+ Sea А, : Área de la corona circular % A = latABy 
> = sd 
Se cumple + 
E 
e 
А. = x(b^ — a°) ? 
^ TRAPECIO CIRCULAR 
También: : 2 Y 
+ A Area del trapecio circular 
A. =пх? ? 
=< e 
+ 
$ 
+ 
E 
+ 
4 
> 
+ 
E 
= A, =1(6° –а?) ° 
E 
«En ÆMTO: < 
> 
x + af = b? + 
E 
=> x=-=b-> š 
E 
m3 + 
^ А = Tx Š 
E 
E 
> 
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[) TIPY: (5, А | 





„ Т es punto de tangencia 


| 


(У £,: longitudes de arco 


54 cumple: 





DREMA 


gráfico, las regiones R,, R, y R, 
hwmejantes, de elementos homólogos 


EE AAA ARE E EE 





AB, BC y AC respectivamente. 





. Como las regiones son semejantes, 


entonces: 








Sm; _ Sm + в, 
(AC)? (AB) + (ВС) 





« En ZABC: 
(AB)*-- (BC)?=(AC)* 


« En (1): 


S.) = Sir) + Sia.) 


"s 






€ 


Como los semicírculos son semejantes: Si los As ABE, BGC y AFC son 
equiláteros, se cumple: 


Saare = JaAEB + DABGC 
M, + M, = M, + M, + M, 


»« Notar que sólo es condición que los lados del 4ABC sean lados 
homólogos y las regiones pueden ser internas o externas. 





TEOREMA DE LAS LUNULAS DE HIPOCRATES 





. En el gráfico, M, y M, son las áreas 





de las lánulas y M, es el área de la 
región ABC, se cumple: 



















~ 
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цоп 48 
¡Usaremos el teorema anterior: 


A a LA чог. ‚ЧӘ 
VD, AO 0.0 909 чәле 
220090 m 0,9010. 9 А Me ы u 
DD LOAD OO DOI "cn ? "ӘРІ 
O 10040600 +0. 14 
. " ^" $ 
* 
. * ë ° 
. t 
. * . * 
€ 07 MD K Á Wv. AAA RAR ARA AI TOA ` *" * * 9 * 
ead n 
„* *_ „+ 7 R< 7, a S rrt t 
e * { f 
бг 0 -00-6 
- ғ 
„* << ОЧОГУ NOMAS IATA a * * * t 
. 
,.. ANDE / y SS RADIATA * * * * 


р? 


ir corolario del teorema anterior: 


Sa = Sa, + Se. 
w —— ud 
M. +N +R = M, +N+M,+R 


^ Mi, = Mi, + MI; 


llama lúnula a la región no convexa 


nitada por dos arcos de circunferen- 
secantes. 








+ + 9 © 


TUTTI: 


ToC LLLLLLLLLLLEL ZR + $ % * * * 





ÁREAS 


En el gráfico, se cumple: 


Por teorema: 


Sa oe od Sa 


k 


M, +8, +5, =8,+D+M, + S;,+E +M, 


= M,=D+M,+E +M, 


„—„—— 


S ДАВС 


Ae М,=-М,=5 „ве 


CAPÍTULO 2 


GEOMETRÍA 








Saagc = М-М, 





M,- M +M, +M, 








En el gráfico, P y Q son puntos de tangencia. 





Sea А el área de la región sombreada. 


Se cumple: 





La prueba se deja como ejercicio para el lector. 
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TEOREMAS ADICIONALES 


6) é; >a Ф 
Ah conoceremos casos generales y ex- 2 = (Saec)? = px cg? y 
presiones un tanto algebraicas, pero son + 
cilmente deducibles. 


= (Susc = pr xy сд? 
TEOREMA po f 
| авс 
П el gráfico, F es la circunferencia ins- 
© ^ Sant = Xy cgb 


En el gráfico, Y, es la circunferencia 
exinscrita 


Se cumple : 





Se cumple: 


9 авс = mn dig 


EU Y o 


b 
Aeorema de Herón: 


Sunc = Jp(p—- a)(p - b)(p - c) 





> + Q e e e e $ Q b e + b $ $ + + + + $ 2 + + $ O 





спе 


„ Se puede proceder usando el teore- 
ma de Heron, pero mejor optemos 
por el resultado anterior. 











„ Se traza la circunferencia inscrita, 
por teorema de circunferencia: 


BT-QC y BQ=CT 


= Sc = mn dg 


En el gráfico, F es la circunferencia 
exinscrita. 





"c rr $ Ó Q Q $ Q Ó AAA ç $ $ + + ФФ 








. 
` 


. D DO DOC D 


ж 


Se cumple: 


сал самоа: 


. Trazamos la circunferencia inscrita en 
el AABC 


. Sabemos: 


Sac = ХУ tab 


= 


Q Ó Ç Ç Q Q E 


La prueba se deja como ejercicio para el 
lector. 


@, y €, son las circunferencias exinscritas 


del AABC 


р 


9 давс = mn 095 prah 


„ Por teoremas de circunferencia: 


. + * à 
» de 4% DO de «de 


D D D 


e 


AT-BL2m- Г. gË 


D DO D 


м 2 


BQ=TC=n= T. ta 


D 


44 
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+ En (1): 2 Demostración 
E 
Иа «s «515 tË ctg : ‚ Usemos la fórmula básica: 
S AABC йа Е tË = 


| TEOREMA 


n el gráfico, *, es la circunferencia ins- 
Па y ©, es la circunferencia exinscrita. 





12 2 


|. Análogamente tenemos: 





ds de de «de de 





I ds E 
lh; 255 "hy. 29,45 
cumple: Boos hd 4. BtOve. B4) 


+ h h h, 25 saec Ў давс 


2: а. 
SAABC = rr, Сід 2 » También sabemos: 


DO D E x 


A prueba se deja como ejercicio para el : Sanc pr = - =— ...(2) 
^ : ААВС 


* .De (1 2): 
— тн: e (1) y (2) 









> Pe UD Taype: ! 
И lector puede encontrar más expre- » "E E: + E 4 = 
lones para casos particulares] * АЩ Сы, e 
4. n 90°; a = 60°; AA n TAR ~ TEOREMA 
UREMA * Sean R,, R, y R, los exradios de un trián- 


z gulo y r su inradio. Sea S el área de su 
un triángulo h,, h, y h, son las longitu- * región, se cumple: 
Me sus alturas y “т” es su inradio, se * 














Demostremos el primer resultado 


. Usemos las siguientes expresiones 


Sanc = Ry (p-a) 


Saanc = R,(p - b) 
5 авс = Ralp - c) 
m .Bz8 2 =S 
R, S ABC R, S,apc 
= WV pee 
Rs Sac 
A а ЈА 
R, R; R, AABC 
„Сото S pc pr 
= Uk ¿e 
r AABC 
«De (a) y (В): 
DE CPP NE S 
fr T B. Га 


y 


Ahora para el segundo resultado: 


...(1) 
... (2) 
3) 


Q + Ó G 4 S Q Q Q $ 2 $ + $ Q Q 2 $ $ 9994999909 


«e «> 


GEOMETRÍA 


. Multiplicando las expresiones (1), (2), 


(5 Авс y = p(p - al(p - b)(p- c).rR;R;R,...(0) 


« Por teorema de Herón: 
S aac = V P(p - aJ (p — b)(p — c) 


= (Saec) = p(p- al(p - b)(p- c) 


. Reemplazando en (Ө) 


[Saac) = rRR;R, 


+ Saec = JYR¡R¿Rs 





» De los últimos resultados, encontra- 
mos una relación entre los exradios 
y alturas de un triángulo: 





. Si usamos el teorema de las medias 
para К,, R, y Ry 


MA > MH 
+R, +R, 3 
TD 
В, R, R,: 
iz Ma Vas dU 


В, +R, +R, 2 9r 


. Análogamente para las alturas: 


| h; +h, +h, 2 9r | 













FOREMA 


61 gráfico, К, es exradio relativo а BC 
П. h, y h, son las alturas. 





Ф999 9 9 6 


ross 


^e bb фф 2 t ob 5 5 604 


PO e v o 4,45 





Tendremos: 





» Por la fórmula básica, se tiene: 
MT NM РҮ 
ho. Su y п. «254 
LN 
h. 22906 

1.1.1 253 049-95 
I. dx Uh A 
moda ME O p 
Do bh. n. lp 
«Pero: Simce =R,(p-a) 
a 75" 
R, Z9 ABC 

|. De (1) y (2): 

A 5 WEN S 
R, h, h, h, 


Hors de L 
th В. 
iei 
RR E В, 
d AE 1 
R, h, h, h, 
У АИ MERE. 5 
R. h, h, h, 





ÁREAS 


...(2) 


los resultados anteriores se demuestra fácilmente una expresión para el área 
|! función de las alturas. 





TUE 











GEOMETRÍA 
> 
OTRA MANERA DE DEMOSTRAR LA FÓRMULA DE e r r 
NERÓN ° uc "S 
+ р-а р 
беа АВ=с K 
BC = a š - 02.1 
: : 5 12) 
АС = $ 
+ + De (1) y (2): 
pa atbte + 2 
2 $ r?p=(p-a)(p-c)(p-b) 
2. 2 
4 гёр? = p(p - ap —b)(p — с) 
Ç (Saage) 
E 
< 
< Sarge = Np(p -aJ(p - b)(p – о) 





ÁREA EN FUNCIÓN DE LAS MEDIANAS 


En el gráfico, AN, CM y BL son media- 
nas. 





. Trazamos la circunferencia inscrita y 
la exinscrita relativa a BC y sean r 
y r, sus respectivos radios. 


T 4 Ó Q j ФФ ФФ Ó Фф 


. Por teorema de circunferencia: 


AR=p-a; RC-p-c; CO=p-b y 


AQ=p 





D D D DO D D 





> m, + m, + m, 
. AIRC ~ 2СОЕ ¿SM 
= ESO + Se cumple: 
EN 
p-c T, > 
= то=(р-©)(р-Ь) A) $ (5с = 34MM - mM -mJIM - m) 


D D Do D 


45 
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En el gráfico, r, r y r, son inradios de los 
triángulos ABC, AHB y BHC respectiva- 
mente. 





TEELT., 


Se traza LH//AG, luego: 












reee 


LH =£2 y GH=LC 





Luego tenemos: 


EL =12S 40. udi 
5 


Para el ALGH : usemos el teorema де 
Heron: 


pm aK ' 
i 
+ 
3 
+ 
3 
E, 
y 
Ü 
I 
wiz 


1 
Li 


= _ m, -Mi p. my 
d pl s Jr z Jr Y 

Se 5 AMM - m,JM - mM т) 
Er (1): 


Bac => M(M - m, M - m,)(M -m,) 








Donde "x" es inradio del .41,HL, 
» Propiedad: 


S k h h b ФФТ k Ф k 5 k h b h b h ФФ Ф фф $ 


г =+ = LL =r42 


УОТ. 





TUE. 


«En ALHL: 


nN2 + 1,42 -rJ/2 +2x 





(n * r, —r) 
> X=— 
x 2 wa 
a > а ы: У2 +ту2)„ 


„Ое (1), (2) y (3): 


S давс ntr-r 


En el gráfico, el AABC es acutángulo y 
"p" es el semiperímetro del triángulo órtico 
EFG. 








OMETRÍA 


ү 
| 





. Por teorema de puntos notables: 
OB 1 EF; OA 1 ЕС y OC 1 ЕС 
` S,sc = Snore + ЭгзАЕОС + Sorose 
м. а. 
(EER , (EGR | (ЕСЕ 


2 2 2 


=s, | =R( F+E0+FG) 


D ——.,—————— 


p 


Sage = PR 


En el gráfico, el APQR es el triángulo 
incéntrico. 


B 
Ab: 





Фо Ф444 ФФ ФФ ФФ ФФ Q Ób Ób ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 

















E Zabc 
Susc (a +b)(b+c)(a +c) 


In ro hallemos cada uno de las 
gitudes de los segmentos determi- 
Øs por las bisectrices, por ejem- 








$a. c y _ _ас 

atb a+b 
Sumo _ (PB)(BQ) 
E ac 
е E c 

wa  (arb)(b-c) my 
Alogamente: 
$ EMG _ 
Boa (а+Ь)(а+с) (2) 
um. ab 

wn [a +c)(b+c) (3) 





TT Q + J Q Q Q Q Q E, 


I1: rrr TT: Q Q Q 


Q + p eB 5 5 S p S S 5 9 


ФФФФФФФФФФФФФФ 


Saane -S PoR 


ÁREAS 


« Sumando (1), (2) y (3): 


E 
pem (a+b)(b+c) (a+blla+c) (a+c)(b+c) 


« Ordenando tenemos: 


APQR _ 2abc 
Samgc la+b)(b+c)(a+c) 


Usando el resultado anterior v 
apoyandonos en el teorema de las 
medias para los lados: 


tC 


Zabc 
(a +c)(b + c)(a + b) 


1 
— — = 
4 


d 


S APQR < 1 





9 давс 


ÁREA DE UNA REGIÓN LIMITADA POR UN 
CUADRILÁTERO INSCRITO O INSCRIPTIBLE 





(Fórmula de Brahmagupta) 
En el gráfico, el AABCD es inscrito. 


Sea: 
_a+b+c+d 











сона 


бе cumple: S anco = N(p – а)(р – b)(p - c)(p - d) 


GEOMETRÍA 











. Como no sabemos si los lados opuestos son paralelos y para no considerar 
casos, optemos por obtener el área total por partes, así: 


Smasco= Әлавс + Sao 
a — VY —.— 
S = ab senal + cd send 
2 2 
„Сото @+0=180° = sena =sen0 
= 2S-(ab-cd)sen0 = 45 = (2ab + 2са)ѕепӨ SET) 





. Usando teorema de cosenos en AABC y AACD : 
(2 =a? + 2 -2abcosa | c? + d? — a* — b^- (2ab--2cd)cos0 
(* = а? + c° — 2cd cos Ө 

Como a + Ө = 180° = cos a = – cos Ө 


« Sumando los cuadrados de las expresiones (1) y (2) 


1652 + (c? + d^ — a° - b^) = (2ab + 2с) (sen*8 + cos” Ө) 
1 


= 165° = (2ab + 2а)? - (c^ + d? -a° – b°) 
165° = (2ab + 2cd + c? + d? — a? - b^)(2ab + 2cd - c^ — d? +a? + b°) 
“Ordenando: 168? = [(c +d}? — (a – b)°][(a + b - (c - d)'] 
16S? =(c+d+a-b)(c+ d+ b- a)(a* b+c- d)(a+ b+ d- c) 


(2p - 2b) (2p - 2a) (2p - 2d) (2p - 2c) 


= 165° = 2(p - b)2(p - а)2(р - d)2(p - c) 


$ = J(p - a)(p - b)(p - c)(p - d) 
























CUZCANO ÁREAS 





de 4» 


Diservación <a 









ARA UN CUADRILÁTERO CIRCUNSCRITO 


“e 
INSCRITO A LA VEZ (Bicéntrico) š . El teorema también es válida para 
° >| un cuadrilátero es inscriptible v 
+ | circunscriptible a la vez. 
< 


РАВА UN CUADRILÁTERO INSCRITO Y 
EXINSCRITO A LA VEZ 





En el gráfico, el CAABCD es inscrito y 
exinscrito. 


Ф999 999994 


П el gráfico, el CYABCD es inscrito у cir- 
anscrito, al cual se denomina cuadrilá- 
ro bicéntrico. 


ë cumple: 





9040000000900 24 





Smasco = Марса M Se cumple: 
< 
3 : FLE 
Usando el teorema de Pitot: š 
a+c=b+d=p e * Por la fórmula de Brahmagupta: 


| Por teorema de Brahmagupta: 


S aco = N(p - a)(p - b)(p — c)(p - d) 
Ls w$ bc. 


a+b a+b c+d c+d 


Saco = N(p - a)(p - b) (p - c)(p - d) ...(1) 


a+b+c+d 
con OS Q sr 


. Por teorema de Steiner: 


Saco = Vabcd a-c=d-b 


= a+b=c+d=p 


ФФФФФФФФФФФФФФФФФ 


сона GEOMETRÍA 





» En (1) «Sea Sac -À у Әр 7S, 


9 HABCD = y badc . En LAAPCR: 


S AROPE - S Laron= А +5х 


«En AAPD : como BR-RD 


Sea el cuadrilátero convexo ABCD; sea p 
la intersección de las prolongaciones de 


AB y DC ; Q y R son puntos medios de 


= due ss ATO, 


e» S AL ancr Т 25, 


AC y ВЮ respectivamente. „Еп £AABCD: 


S CAABCR = Slan = 49, 
S 4S 


Gasco ^ TS, 


AER 





de e 


. Usando el resultado anterior, tendre- 
mos; 


Recta de Yo 
£ д 


099069646 96 6 






to 
+o 
`. 
B 





*| Si AQ-QC у BR=RD 











т 
e = |S" S AQPR 





. Además la prolongación de RQ , lle- 


gará al punto medio de TP , a di 
cha recta se le conoce como: "REC- 
TA DE GAUSS" 


e 90 

































ÁREAS 


ima de las distancias de un punto interior a todos los lados es igual al producto entre 
mero de lados con su respectivo apotema, 








^. еш» А 
"di Sea A,A,A,...A. un polígono regular de "n" 
4 lados y centro О, Р es un punto interior del 
"D: polígono. 
Se cumple: 
O 
А, 
$ 
а Ay 
A; 


= 5 = п(Ѕ,дод,) 
HA 





(Јар 
2 
í 
S= n fap! PHEN 
» También: 


5: D APA,A; B SAPAA, + SAPAA, +.... + S APA, A, 
—— —— 


(bu (x. (jx. (LD, 
2 2 2 Y 2 


Se “ах, +х, ex, e) ...(2) 


‚Ое (1) y (2): 


(ар) (4, 
act 


мар) = x; Ta Ote 





(x, Xs at X) 
"S" el área de la región polígonal 





соно 


El siguiente grupo de teoremas se deja como ejercicio рага el lector: 


GEOMETRÍA 





Consideremos el siguiente gráfico: 





Sean AB=c; BC=a y AC=b con: a2b>c 
h,; h, y h, : alturas relativas a los lados que miden a, b y c 


p: semiperímetro de ABC 


Se cumple: S um = Siue t Dur 





.r(atb) _ r(a+ ch, _ r(b+ c 
r + r, rmn rr, 


[aber +ú, | | Ыс = m, + rt | ас = tr, rr 


—— 
шк) 7 Suer + Su) | 


























el gráfico, TPBQ es paralelogramo. En el gráfico se cumple: 


» 


T + + + + + + o $ 


esos 


de 4 


(Saec) = St +52 + 55 


reso, 


vel gráfico, QO ABO 2 9 + 9a T 94 


ЛО; JK//BC y EF // AB 


es 


En el gráfico, @ es la circunferencia 
inscrita en el cuadrado ABCD y T es 
punto de tangencia. 





ё cumple: 
VS mac = 49: + /S, * /S; 
[бс S3(S, + S, * 5.) | 





T Ó rrr: Ф 





. Si el СУАВСРО es circunscrito 


En el gráfico, I, I, e L, son incentros de 
ABC, AHB y BHC respectivamente "a" 
y "b" son flechas 


T m 


Se cumple 
Se cumple: 


S-agcp = абса sen 


. aby 2ab 
МА a+b+2ab 





` ¡e ” 
El último resultado también es váli 
do si el cuadrilátero es exinscrito 





Un buen resultado: 


Propuesto por Miguel Yépez 
(FC-UNMSM;2010) 


En el aráfico ABCD es un cuadrado y Y 
está inscrito en el pentágono AEFCD 


a+b+c+d 

568; D 32 — 
4 

Se cumple: 


(9)? -(-aXp-bIp-c(p-d)-abodoos!| E 


4 





EA E Фф фф фф фф фф 








/ : 





que: AAEO — ACOF 


AE AO AE 142 AE 2r 
—q = = —— = — 
OC FC 1/2 FC 2r ЕС 










lugo: AEAD-ANCF = ED//FN 

no ED/FN > Ses = Sano = S, 

Mwa pedida "S" es S, +S; = S,+S; Sap | 
"leorema de Newton en AQFCD: JN, TM, FD y QC concurren en H. 
rr _ 


o TM es diámetro 2 MT=2r = S +S; =Sam = 5 
т 2 


tà | 


B ABCD) - (2r)° - 4r* 
5 — 


ош = — Í 


£ 
Sasco) 8 





En el gráfico, I, I, e I, son incentros de 
ABC, AHB y BHC respectivamente “a” 
y "b" son flechas 


Фф фф 





Per 


Se cumple: 


de &› + 


_ aby2ab 


М; a+b+2ab 













a+b+c+d 


Sea: p= 4 


Se cumple: 


(S. uc =(p-al(p-b)(p-c)(p-d)-abodoos? mo 


5 4 4 4 4 ФФ 4 ФФ ФФ Ó Q Q Ó Ó A 


. Si el CAABCD es circunscrito 


Se cumple 


5 вер = арса sen ES 


El último resultado también es váli- 
do si el cuadrilátero es exinscrito. 





Propuesto por Miguel Yépez 
(FC-UNMSM;2010) 


En el gráfico ABCD es un cuadrado y Y 
está inscrito en el pentágono AEFCD 








| | CUZCANO 





8) 







ote mos que: AAEO — ACOF 


AE АО AE 1/2 AE 


OC TO c. NR BE ee D 
Juego: ЕАР АМСЕ = ED//FN 

ото ED//FN = Seis = Saw = S, 

x | área pedida "S" es S +5, = 5; +5, = 5, : 
l'or teorema de Newton en ОЕСР: JN, TM, FD y ОС concurren еп Н. 


Como TM es diámetro 2 MT=2r = S, +S, =Sam = 
P E 


S 
S Bc) = (21)? = 4r* 
NS „1 
Sasco) 8 


IL LULA LL AS 





AA 
ZCAN _— — Fase 


RELACIÓN ENTRE EL AREA Y SEMIPERIMETRO 





Sea el AABC de área "S" y semiperímetro “р”. 
Por teorema de Herón: 


$ = Jp(p - a)(p - b)(p - c) 
Usemos MG y MA para “p-a”, “p-b”, “p-e” 


Pre =.=.. $ 


#р-а)(р-Ы)(р—с) < LS 


` 
` 
^ 
1 





3 4 
LOO. Misc YES E SS TS ЫЧ 
(p-a)(p - b)(p d*55 = р(р-а)(р-Ы)(р )*57 
g? 
2 


$«-E 
343 


La igualdad se cumple en el triángulo equilátero. 


RELACIÓN ENTRE EL ÁREA E INRADIO 


. Sea el AABC de inradio r. 


Usando la expresión anterior para el AABC de inradio r. 


2 2.2 
p „РЇ 
S < = ү < 
343 343 
S? 
= г < 
SUS 





, 

























TEMAS TR: OS 


5 tratados a continuación no son + 
Bae examen de admisión, son es 
Че ellos deducibles con ayuda de * 
onometría, sirven para profundizar + 
más el tema de áreas y también « 
"entrenamiento para alumnos 
mpicos. 


a "m. потта 
НЕК 
E ГА 








t lángulo ABC, sobre los lados se 


NT. vs * En el gráfico, los triángulos AEB, BFC, 
iU l t Д , 
оне lamentos ¿+ AGC, AMB, BNC y ALC son equiláteros, 


k. 
Angulo cuyos vértices son los cen- <+ s 
lángul d “ sus respectivos centros son O,, O,, О,, 


dichos triángulos, añora il + Q, Q yQ 
sobre los lados triángulos * 
interiores sea T, el triángulo « Demostración: 


vårt ntros de los trián- * Y ' 
сез son los centros de los trián- 4 Usemos el siguiente resultado los trián- 


equiláteros. 4 gulos 0,0,0, y Q,Q,Q, son 
* equiláteros, lo cual ya fue probado (ver 
una prueba en la publicación de pun- 
* tos notables: fascículo 7), consideremos 
~ el siguiente gráfico: 





© Sea BC=a, AB=c y mxABC=a 





TUE 





GEOMETRÍA 





„ (V) en (Il) 


. 
. 
. 
— 
— 
— 


ac 
=> Sac pee 





А AS 
También: S, - $, 2 —| —ac.senB |= : E senp 
: = BQ. = eis S ABC 
3 Saage = Эт, — Эт, 
+ 


En el gráfico: d«R 
° m<O,BO, = p + 60° 


° m<Q, BQ; -p- 60° 
243 


= Supo, = Sr, =X => 


43 


S600) = Sr, =V —- 


D 








Luego: 
Sr, 791 S gay) dup Зе pumpe: 
2 42 
» Por teorema de cosenos: Saro E x : 
E 4R 


~ En AO,BO,: 





2 2 
— E - З ac.cos(B + 60) (Ш) 


3 | 
Usemos los siguientes teoremas: 
T En AQ BQ; : 
£ .2 
287-602 
= —— -— —--ac.cos(p - 60? 
ped ACE E (B-60% (у) 


. De (Ш) y (IV): D E» 
A pl 


b-2Rsenf mn-R^.d^ ^ AC=BD.sena 





x-y” = 2 aclcos(f- 60") -cosi + pe 


2sen[Isen60* 


БФФФФФФфФФФ ФФ ФФ ОФФ ФФ ФФ ФФ Ф ФФ ФФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ Фф ФФ Фф Ф ФФ фф фф фф 


M) < 


62 























LE 
| CUZCAN 
| | 0 
| 
Ú 


CP=n v PL=m 


‚ _ (EG)(GF) 


Ee xy | Saro (EG(GF)m 


Map _ MY 5 давс 
x ac 


РЧР ` 


ЕС = x sena 
ТЕС = п sen0 


Como: mn = R*- а? 


> 





liemos el gráfico inicial: 


os razón de áreas: 


En los cuadriláteros AEPG y CGPF 


Sarro _ mnsenasenO 


SABC ac 
a = 2R sena 
c=2R senO 





S eec .R'«d 


ÁREAS 





e = - 
> Ж рии ! — | 
> 
e 
a |- Como el punto P es interior a la 
> circunferencia, entonces: 
2 
«o 

ia ly. Кеа" 1 

4R 4 





. La igualdad se da cuando d=0, 
es decir P es el circuncentro. 


« Si P es un punto exterior con las 
mismas notaciones y usando: 





Se demuestra: 





ФофФфФФФФ ФФ ФФ ОФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФфФФ ERTER e 5 + Q Q Q + + + ç + Q Ó Ó S $ Ф 








СУ 
CUZCANG 
TEOREMA 


En el gráfico, R y r son circunradio e 
inradio del triángulo ABC 


EDMETRÍA 





En el gráfico, R, es exradio relativo a ВС. 











Se cumple: 
Se cumple: 
SAEFG LE 
Sanc 2H Saro _ R, 
Sunc 2R 
Demostración: 





« Usando el teorema de Euler: . Por teorema de Euler(para áreas) 


Sao: R? - UO 


S (Е О) - R° 
.... 1) AEFG I Aus a. rers 
S давс 4R° | 


AABC \ 4R* 





Tra 


an 


· Por teorema (Relaciones métricas): . Por teorema de relaciones métricas 


ПО)? = R? – 2Rr (2) (Е.О)? = К? + 2RR, ...(2) 


. De (1) y (2): | De (1) y (2): 


on 


VERG — T. 
2R 





on 


— 
Ф 
E 
«e 
4 
E 
ee 
«e 
$ 
E 
> 
4 
< 
> 
> 
< 
< 
$ 
$ 
E 
Se 
“e 
> 
4 j 
< 
> 
E 
> 
„> 
+ 
+ 
«> 
>> 
E 
E 
e 
КА 
< 
4 
e 
“e 
<. 
= 
< 
< 
E 
“> 
«e 
Ф 
< 
4 
e 
E 
«e 
4 
> 
E 
«e 
e 
> 
e 
< 
> 
Lo 









j 
WA a 









— | 


x i 
w w 


, tenemos: 


ve 
c 
-= 
- 
- 
-= 
c 
- 
- 
> 
` 
- 
- 
`. 
- 


@ consecuencia de los últimos dos 





te 


: 


+ 
* En el gráfico, se muestra las circunferen- 
< cias exinscritas y la inscrita. 


DC DO DO Do D DO as «le 


> * +$ Q Q Q 


DO D б 


eee 


PARAR 


Perros 


eo. 


X 


JEA 





Se cumple: 
Demostración: 
« Sea R el circunradio del AABC 


‚ Por teorema (página 56) 


Sap 1 ...(0) 
S 2R 
‚ Solo grafiquemos la circunferencia 
inscrita, sean AB=c; ВС=а; AC=b 
з= tbe 
y 2 





II т 











= rR. -(p- 0)(р c) 
. Análogamente tenemos: 
К, -(p-al(p-c) y 
rR, = (p - aY(p - b) 
. Comparemos áreas: 


Элама = (p- bi at b)(p - c) = rR, 
S mac bc bc 


Swan _ (p-al(p-c) _ rR, 
S AABC ac ac 


Sano _ (p-b)(p-a) _ rR, 
S Авс ba ab 


. Sumando (3), (4) y (5): 


S авс — Samna M, ү rR, | rR 


+ = 


Авс bc ac 


Samna [s a a 
bc ac ab 


...(2) 


3) 


... (4) 


... (5) 


...(6) 


"TITLE 


09909090990900909099009909009090990900909909999* 


te 
$ 
+ 
< 
Es 
E 
e 
> 
e 
< 
E 
4 
e 
< 
$ 
< 
© 


_ abc _ 
«Usando: Suc AR pr 
„Еп (6): 
Samna _1_ aR, , DR, , cH. (7) 
S AABC 4Rp 4Кр 4Rp) ^ 
‚ Ahora usemos: 
pr=Ra(p-a) 
2798 R.—r 
P 


„ Análogamente tenemos: 


bR, в г у e ER. -r 
p p 


„Еп (7): 


Somo _ у (R, 71 * R7 EF R7, (8) 


+. 


S АВС 4R 
» Por teorema de Steiner: 
R +R.+R.=4R+r 
„Еп (8): 


Sama _ 4R-(4R +r-3r) 


S dc AR 
S r 
AABC 


‚Ое (a) y (B): 


S,zrG = Элммо 











IAL CUZCANO ÁREAS 





e 
REMA + JQ JP , JT -4 
$ M BQ' AP "СТ 
"en un triángulo ABC se trazan las + 
Vlanas concurrentes AP, CT y ВО $ 
"E Se cumple: Ф Тоша m. 
КА 
м Veamos algunas consecuencias de 
, este resultado 
ч ‚ Si d es circuncentro y el circunradio 
f es К, entonces: 
> JQ-BQ-R ; JP-AP-R y 











M JT=CT-R 
1 Luego: 
+ 
< BQ AP CT 
e 
“o 
> 
$ HO AP CT R 
> 
* [+ Si usamos: МН < МА, para 
4 
a юр var 
" BQ ' AP CT 
sen $ 
PER EE WX ed E J. E n 
seno | PQ (ABO S "JQ, JP JT? 
М 3 ¿BQ AP CT: 
м BO AP , CT TES UR 
gamente tenemos: М Ay. 32. JY 
< 
JP _ (BJC) au 2 
AP (ABC) e А BQ , AP, CT. >9 
° JQ ` Јр ` UT 
JT _ (AJB) y. e 
CT (ABC) + Š 
2 E, 
+ TO FX "UA 74 —— * * 
Л _ (AJC) + (BJC) + (AJB) , BQ , AP y CT son cevianas inte- 
CT (ABC) e| riores que pasan por el circuncentro. 
4 






Б TTE tT Rm ntn 


. En el gráfico, respecto del AABC , 









GEDMETRÍA 








Д 





. Usemos los siguientes teoremas: 


BQ es ceviana interior, CT y AP son 
cevianas exteriores concurrentes en J. 





. Para cualquier ceviana interior, se 
cumple: 


BL =p "m 






555999990099 rro Ó 9 rr AAA 


Parar : Semiperímetro 
del AEBF 


La prueba, se realizará en la publi 
cación de circunferencia. 





La prueba es análoga a la anterior se deja 
como ejercicio para el lector. 


. En el gráfico, las circunferencias ins- 
critas en los triángulos ABQ y CBQ 
son congruente. 


En el gráfico inicial: 





5 Q Q Ó Ó Q Ó Q Ó+ Ó Ó Ó+ Q @ Ó + 9909 


ж, 
.. 





‚ En el gráfico, 4 = 6 
‚ Se traza EF tangente comun ñ 


€ y E como =% > EF // A 


Se cumple: San = (BO! a Ë 


errores 5 $ LIII: 
























CUZCANO ÁREAS 





ARO — AEBF : >з к — —T mm 
BT рғ M Con el mismo criterio, si dos circunfe- 
BO Dus: * | rencias exinscritas de los As ABL y 
| + | BLC relativas а AL y LC respectiva- 
W = Daesr > | mente son congruentes. 


mo BT =p. -AC у 


ВС = Paasc - AC 


E ы 
В M 
XE ° 
=. Bl =r dg > 





P moy 
I Paanc etg ¿ (BQ) 


5ллвс 


+ | Se cumple: 


Me Ву Ë 


Same = (BQ)' ta 


> TEOREMA 
En el gráfico, se muestra las circunferen- 
cias inscritas en los As ABQ y QBC. 


de «e «le 4 Р, 


o B 
е 


DO .* D D Dx > + «le «le efe 


° 
> 
"i 


Р [52 = Gor 


> Sea p el semiperímetro del AABC y 
. AC=b. 





cUZCANG 








GEOMETRÍA 
> 
9e qumple: ? Si: — Supag; = Sarco) 
BQ = \/р(р — b) 5 Sianas) = Sar, co) 
° DAP, AB) " S(aP,CD) 
M = Р,,Р,,Р,,.... son colineales 
Sea AB=c, BC=b, AC=a y + 
т«АВС =р > Demostración: 


» Usando el teorema (pag. N°69) 


р 


SAABC = (BOY tg 9 


« Usando: 


р 


— 


Swac = (p —a)(p - с) cta ; 


Tues 


EET AE 


. Multiplicando las expresiones (1) y $ 


(2): 


(S sc) = (BQ)*(p -a)(p —c) 


pip - а)(р - b)(p - c) 
ВО = Jp(p - b) 
TEOREMA 


Dados los segmentos fijos y coplanares, 
tales como AB y CD, el lugar geométrico 
de los puntos coplanares "P" tal que 
Sapa = лер €5 una recta. 





D D D D DO Dx D D < Ze d 


a) Analicemos primero si AB y CD no 


son paralelos como las áreas de AP l: 
y CP,B son iguales y siendo AB y CD 
fijos (sea AB=a y CD =b), entonces 
la razón de sus respectivas alturas es 
b/a. 


"d 
ГА 
- 
- „* 
u „* 
(t 
a” 
= 
9" 
+ 





Notemos que los As HPQ , ТР,5 y 
VP,W son semejantes 

m«P,HQ = m<P,TS = m«P,VW = 0 
Como los cuadriláteros PHPQ, 
РТР,5 y PVP,W son inscriptibles 
m«P,PQ = mxP,PS = m<P,PW = Ө 


Es decir la prolongación de PP, pa 
sará por P, y P, . 


P,P,,P; y P, son colineales 





CUZCANO ÁREAS 








alicemos ahora puntos exteriores 








Г podria partir de la misma forma como en el primer caso, se llegará al mis- 
) resultado. Optemos por ubicar la recta. 





Ulbiquemos M y N tal que la distancia de M a CD sea "a" y la distancia dg N 
AB sea "b" 


ї M se traza la paralela a CD y рог N la paralela AB dicha paralelas se 
ortan en Р, 


ab 


| = Sagas = S,pcp 2 
( jalquier punto de la recta que pasa por P y P, sumple que la condición. 
pP ejemplo: 

^ SAP,AB = Sap,co 


2 S APA Ж Sap,co 






CUZCANG BEOMETNA 
ur ` fò E 4 
` — 

« Cuando los segmentos AB y CD no son paralelos, se tendrán dos rectas que 
cumple tal condición: 













Nal “ 








с 
A 





AA e ASAS rs ia 


‚ Todo punto de Y, , cumple: S AAPB = Sacro 
« Todo punto de Z;, cumple: 


b) Ahora analicemos cuando AB//CD 





























б 
m. 


unto (P,) cumple que: 
E - P,Q 


entre АВ y CD es 


hb — 
a+b” 
Intre las paralelas (P, y P, por 
0), es decir P,, P,, P,,....P, son 
7 ahora puntos exteriores, рага 


ideremos: AB z CD ya que si 
2D. solo habrán puntos entre las 


e contengan a AB y CD 


o 
* 


Vumple la condición, entonces: 


= S > PL b 
9 PH a 
PL = b h, luego “PL” es 





(a —b) 
nte. 


punto ubicado en la paralela a 
Y que pase por P cumple la con- 


n. 


LOL 
PH p^ si la dis- < 
1 
hs 


lo mismo para cada 


т 


I c) Si AB y CD están ubicado sobre 
^ una misma recta, la unica posibili- 
dad de encontrar puntos tal que 
Saapa = Sacro es que AB=CD y cual- 


quier punto cumpliría tal condición: 
de 


e 

+ TEOREMA 
+ Dados los segmentos fijos y coplanares 
+ AB у CD, el lugar geométrico de los pun- 
р" tal 


' es constante es una recta. 


tos en dicho plano 


ha 


que 


Sapas + Элрсо 





En el gráfico: 
Si: 


"rr T + Q Q Q 


Sapas * Sapcp = Sap an +S,pcp'= Saras * Элр,ср = + 


D 

м Ѕе ситріе: 

Lo 

4 P,, Р,, Р,,.... son colineales 
e 

«e 

+ ° 

> Demostración: 

e 

e. Analicemos solo tres puntos, sea 
+  AB>CD. 

e 

e 








En todo cuadrilátero circunscrito a u 
circunferencia, se cumple que los рий 
medios de las diagonales y el centro 
dicha circunferencia son colineales 


LA — — 4 





е ———— 8 





* Los puntos P,, P, у P, cumplen la 
condición: 

En el gráfico, el ABCD es circunscrl 

AM=MC y BN=ND. Se cumple: 


M, O y N son colineales 


Sap an + S,pcp = Sapan t Элр,ср = Sapan ҒӘАр Ср 
= AX, +bx, = av, + by, = az, + az, 
«Luego: a(x,-y,) = b(y,-x,) 


_ Ya7X2 _ PN 


S 
b x,-v, P,T 


. Análogamente, tendremos: 


= 
 — ааа „ьш 





AER E E Фф ФФ фф фф Ф 


b y -2, P.V 
‚ Como: 
| |. Notemos: 
AMTP, — AMNP, => 2 =a xs 
а AP,MP, ~ AP,NP, S wp = Sap = —^5®© 
ANVP, ~ ANRP, >2=2 D 2 
NP, b + 
M Sauce = Элмав = 5 
= m<MP,P, = m«NP,P, + - 
e 
=> P,,P, y P, son colineales + а E RE S 
, = эш» Loi | | 
$ AMAD 7 'AMBC 2 | 
















S 
Sanan = Sanac LX m (2) 


„кх, дг btd) S asco 


Зас e ro О Э, 


| NES 2 2 
|, (2) y (3): 
01105 M, O y N cumplen la condición considerando los segmentos fijos 


| BC => M, O y N son colineales, por el teorema anterior. 


A8 DEMOSTRACIONES DEL TEOREMA DE PITÁGORAS |. OUR 


, 1 
-- — `a. 76 s LL *- 


ibrimiento del teorema recae sobre la escuela pitagórica, en la actualidad 
im un mayor número de demostraciones diferentes. 


ПО de E.S.Loomis (1927) aparecen 367 pruebas diferentes. 


algunas pruebas, basadas en la idea de áreas. 


os de un cuadrado cuyo lado mide “a+c” 


Se puede considerar una prueba visual, notemos que a un cuadrado de 
do “a+c”, en la izquierda le hemos quitado cuatro triángulos congruen- 


Jun de catetos "a" y "c". Al cuadrado de la derecha le hacemos algo simi- 


lar, entonces: b?=a?*+c? 





Lal 
CUZCAN 





L] Partimos así, se traza el triángulo 
rectángulo ABC (recto en B), se 
traza la altura BH , se ubica D en 


la prolongación de HB tal que 
BD=AC. 





. En el gráfico, sea S, el área de la 


región cuadrangular no convexa 
ADCB. 


Bb. B 
6,09. D 
XY 2 2 


. También: 
ZBMD = ABCA = DM=c 
ABND = ABAC = DN=a 


2 a? 
= Sme = 75 y Увс = 7 


o 


Finalmente: 


Б?: c^. at 
S = — = — +— 

Be AS 
b° =a? + c° 


En los anexos veremos una prueba física del leorema de pitágoras. 





© 
Г] Demostración de James А. Garfield 


"TT 


T Ó Q Ó Q Ó Ó Q 9 Q E, 





(1876) 


. Dado el ДАВС, se ubica F en Їй 


prolongación de BA , se ubica 
en el mismo semiplano de C, de 
terminado por AB , tal qué 
т<АҒЕ = 90°, АЕ=ВС=а 
ҒЕ= АВ =с. 





. ДАВС = AEFA 


= AC=AE=b у 


mxEAC = 90° 


. Podemos asegurar: 


Soma ^ S AcBA F 9 дслк * 9 да i 





2 E mu 


(225 aede 5 5 


a2+c2=b2 















ÁREAS 





¿notamos que: 


Е ADEF= ANEL 


F OABCDEF = ONLTFDM 





"unco - том) 
I Г ^ \ 

SET. 2 
MS ds +5 aper Ка 9 дме 
E^" 
* Ъ?=с?+а? 







TC OUT 











Para las circunferencias exinscritas 





ferencia inscrita: 


Ico, ** es la circunferencia ins- 


D 
e 
ÉD 
DO 
D 


ws» tangente a € . 


+ + + Ó+ Ó Q + Ó+ Q Ó Q 


C1 


-> 





En el gráfico, ©, © y < son las circun- 


ferencias exinscritas у Z, У, y % son 


rectas tangentes. 
Lo аа, +сс, "i bb, 


S лльс 2 Se cumple: a,b,c, = a;b;c; 





Q Q Q + Q Ф494 


аз lueron probadas sintéticamente por el profesor Juan Carlos Salazar, sugiero: http'//www.oei.es/oim/revistalom. 








UN RESULTADO EXTRAORDINARIO 


O) Veamos algunos casos previos: 





NA 32-4. A 


2 
S 
Se cumple: |S; + 92 + 54 — 


En general: 


Se cumple: 


S; +5, +5, +... +S, +S, = DAD 
n 











4 
: 


« Primero hagamos algunas pruebas 


+ E 


2 
+ Sea el cuadrilátero convexo ABCD, € 
+ TIME TN 
+ lado lo dividimos en "n 


6999945 


n partes iqua 
$ (п > 2). Se unen los puntos correspond 
+ tes (ver gráfico), para formar un tabl 
^ de nxn. 


Se cumple: 


Los segmentos:" Р,Т,, Р,Т,......Р, ,1, , 


R,Q,, R,Q, — R,4Q, , У están tambié 
divididos en partes iguales. 








. Elijamos por ejemplo "X" ubicado m 
R4Q, y PT, , bastará probar: 





ыз 
A 
07 
JJ 

74 

$ 
>< 
0) 
"J 





> 
m 
E: 
> 
з 
o 
[on 
„© 
С) 


„ Lo cual es inmediato, pues: 


AE AAA ARRE $ + Q + 
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% 
С//Т,О, = AR,XP, ~ AQ,XT, + En el tablero 2x2 
E 
R,P, ВК; 0 
К,Р; = AG. _ АВ š 
3 T,Q; T,Q; DT, «e 
AC AD $ 
E 
e 
Le 
9 _ BR, BF, м 
n-3 R, P, š 
Š se cumple: 

ado haber elejido cualquier pun- + 

| general, la prueba es análoga. z AM 9 

algunos casos partículares: š VT : 2 
> 
р = C s La prueba es directa pues: MNLT es 
T : paralelogramo de centro O, como 
s MN // AC// TL 
| 1 
dici. 
| N b 45 aan +45 aro 


Análogamente: 


Saco АА 


— —— — —-——- 


4 = SAAMT + Sanct 


= Samen + Эмтр=Элдмт + Sancet 


T rr TT: 


Ius de las pruebas en general ana- 
mos el tablero de "2x2" y “3x3” ^ 
ontraremos más resultados que se 
eden extender. " 


Como :Samon +Saorr=Samor + Sano 


= ` 5, + S = М, + M, 


DO DO D е. D 





s Consecuencias para el tablero 


D к. se 9p 





Ф449 





Se cumple: 


s +5. = А, +А, = o “asco 


de de e e e Фф 








DO DO Do 





tri-secados. 


» Notamos tableros de “2x9” - 


M,BN¿F, GN,CL,, ТЕ, y AM,HT, 





* Usemos la propiedad anterior, tene- 

mos: ` 
< Se cumple 
Snasco = 3(S, + S, + S.) > 


z м, +M, + М; + M, = EE aco 
Н AREA PO. 


> Hagamos la prueba en general 


También: si trazamos M2N,, GHy 5 Dada la forma que tiene el resultado, la 

¿ Prueba se hará por inducción, hemos vis 

+ to que para n=2 y n=3, ya fue probada 

š Supongamos que cumpla para todo "n". 
+ demostremos ahora para “n+1” 

En (1): S, = baco E P 














> 5,+5,+5, = Зам E 


T,L, , notemos: 5, +5, = 25, 


£ Sea el tablero de (n +1)x(n + 1) 


D 











ГА 


5еа: S M,BNX = Эл, 
N 
Ма-1 m t n ] 
mr. Hipotesis inductiva: Y Si =—5 тур 
ee. ` >- Р i=1 n š 
pet? aduer 
per VA Nos Notemos: AM, = £n 
N,C = тл 
Por lema: A ы. 2 
Š XT, XL. п 
СЗАН AAA T 
= \ п 1 
"—————— nm I : — — 
[ t 2,5i tSn = 9 тхір + Әлвхм, + Same 


1 1 lí n n 1 1 
тхо #5 о) + — Saa t amc - seio t t Soo Je Saa + S. 


V 


! By * Sio Sas t Sac)- — S ABCD 


1 queda probado el teorema 


Veamos algunos resultados para todo tablero de “nxn” cuyas pruebas 
Jan como desafíos para el lector. 


Impar 


món sombreada está ubicada еп la mitad de la diagonal. 


Tablero 
de 5x5 


Tablero de nxn 


3x3 





s | 
> 
7 


а 
‚ЭК. 
EUM AS Bom RORD At. 6 





СО2САМӘ 


Para п: par 


Para todo "n" 


Se cumple: 


А, +С, = B, + D, 


Algo realmente maravilloso es que si sombreamos "n" cualesquiera de los "n^ 
escaques, con la condición de que no pertenezcan a la misma fila o columna 
entonces la suma de estas áreas es "1/n" del total 





ÁREAS 













PRUEBAS VISUALES 


“Los teoremas han de sex notables, sorprenden- 
tes, elegantes, intrigantes, rigurosos, creativas... 
y sobre tado, comprensibles” H. Zeeman 


= а =. 


b+d b+d 















<=. cona, b. Cc. ad >O = 





с |0 
o 
a 
с 
+ 
а. 
aia 





— senz = ре seny cosx + an senx cos y 
2 2 2 


senz = seníx + y) = seny cosx + senx cosy 


bcosy  asenx 
+ 


bseny 


sen[ : - (x — y) | = cos(x — y) = COSX cosy + senxseny 





с? = (bsen0)" + (а — bcos ay 


x с? = b° +a? — 2ађсоѕ0 c? = b? +a? — 2abcos0 


JN ТА Г (siete tableros de astusia) 


Es un juego chino antiguo, consiste en formar siluetas con las sietes piezas dadas sifi 
sobreponerse. Es un juego que potencia la percepción visual, estimula la planifica 
ción de estrategias y desarrolla la orientación espacial. 


` 
^ 
` 
^ 
` 
`. 4 
б 
⁄ ` 
A 
Ё, 
е 
c 
f 
7, 
f 
* 
A 

» 


Notar que con las siete piezas se for- 
mó la figura de la derecha, es decir la 
figura es equivalente al *cuadrado 
inicial”. 






























VA пло de los juegos más antiquos del mundo. Hoy en día el Tangram no 
) entretenimiento también se utiliza en psicología, en filosofía y par- 
Een pedagogía. En matemáticas el Tangram se emplea para introducir 
étricos de equivalencias de áreas y para promover el desarrollo de 
MIcOmOotrices e intelectuales de los niños, pues permite ligar de manera 
Ipulación concreta de materiales con la formación de ideas abstractas 


alo XV era llamado “rompecabezas chino” se volvió tan popular que 
WM y adultos, personas comunes y personalidades del mundo de las cien- 
Napoleón Bonaparte se convirtió en un especialista en Tangram desde su 
Ida de Santa Helena. 


Ki la cantidad de figuras que se pueden realizar, en 1973 los diseñadores 
] Joost Elffers y Michael Schuyt produjeron 7500 nuevas figuras. 


Поп veamos algunas figuras equivalentes al cuadrado inicial: 
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w Ip A # 
EQUIDESCOMPOSICIÓN DE POLÍGONOS 


En este breve espacio analizaremos sobre la 
equidescomponibilidad de polígonos, el pro- 
blema se origina de la pregunta siguiente: si 
dos regiones poligonales tiene áreas iguales, 
¿es factible dividir uno de ellos en un número 
finito de partes las cuales puedan rearreglarse 
para formar el otro? 


Observemos las siguientes figuras: 





La figura 1 representa una cruz tiene igual área que la figura? que es un cuadrado, notemos que й 
figuras tiene igual área. Este hecho se expresa así: las figuras representadas son equidescomponibles Í 
figuras son equidescomponibles, si es factible descomponer una de ellas en un nümero finito de par te 


cuales puedan rearreglarse para formar la segunda figura. Es evidente que dos figuras equidescomponilil 
lienen áreas iquales. 


Veamos estos casos, también sencillos: 





A continuación daremos una serie de proposiciones sin demostración: 


` Si una figura А es equidescomponible con una figura B , y la figura B es equidescomponible con 
una figura C, entonces las figuras A y C son equidescomponibles, 


* Todo triángulo es equidescomponible con un rectángulo; 

* Dos paralelogramos que tienen una base comün y la misma área son equidescomponibles 
* Dos rectángulos que tienen áreas iguales son equidescomponibles. 

* Todo polígono es equidescomponible con algún rectángulo. 


( Teorema de Bolyai ) Dos poligonos que tienen áreas iguales son equidescomponibles. 





f 
-Geometria == 





ENUNCIADO DE LOS 


— — —, — м А Yawa ; 


млм Wa a — — m — — a —" 


\ po ` 1 | ^ y "d 
=s - .. Waaa ` — A b b) QE > — w 


ANUAL 

СЕРВЕ UNI 

SEMESTRAL 

SEMESTRAL INTENSIVO 

REPASO 
ÁREAS 


DE REGIONES PLANAS mmm 





ÁREAS DE REGIONES 
TRIANGULARES 


PROBLEMA 
En el gráfico, CD = 10 y BR = 6. Calcule 


el área de la región sombreada. 
A) 60 
B) 30 
C) 15 
D) 20 





E) 25 





PronLema ШО 


En el gráfico, DB = 10 y CE = 8, calcule 
el área de la región sombreada. 


A) 30 
B) 15 
C) 25 
D) 20 
E) 10 








om 


Anzi 
4 | х › dee 40 & < 


En el gráfico, ABCD es un cuadrada, 






mCP = 37°, calcule el área de la regi 















sombreada. 


+ ++ $ 6 4 < 


+ A) 30 








: 


Se tiene el cuadrado ABCD, cuyo lad 
mide 10, se traza la circunferencia Y cuy 


radio es 1, la cual es tangente a AB y Ё 


Si: РЕ, calcule el área mínima de | 
región triangular PAD. 


A) 20 
D) 28 


B) 30 
E) 25 


C) 40 


bb b bh C ФФ Ф595 Ф549 s 





: 


Se tiene la región triangular ABC de Area 


LI 


, 8m”, se ubica D en la prolongación de 
x AC tal que AC = CD, M es punto medii 


de BC. Calcule el área de la región trial 




























B) 4m? C) 6m? 
E) 5m? 


D 
"EL 6 


ingulo cuyos lados miden 
Calcule el área de la región 
00 vértices son el ortocentro, 
Ireuncentro del triángulo ini- 


B) 1 C) 0,5 
E) 2,5 


A) - 
i 


| T v P son puntos de tan- 


ОЛАР) = 20 y mTP=53". Cal- 
de la región sombreada. 


N° 8 


О e — 


#0" y AT = 4. Calcule el área 
ón sombreada. 





0, T es punto de tangencia, si š 


ÁREAS 


S + y 2 2 2 O $ 





de 4 d de 


PROBLEMA 


+ + $ eos 


* Los lados de un triángulo miden 4 y 6. 
+ Calcule el área máxima de dicha región 


v 
+ triangular. 


> 

E 

+ A) 12 В) 12/2 ` C)15 

< 

$ D) 6/2 E) 8/2 

T 

< 

5 Promema Т 

4 

° Se tiene el triángulo ABC, ubicamos M 


? en AC y N en BC tal que AB//MN en el 
+ triángulo MNC se traza la altura CH, si 
+ AB = NC y (HC)(BC) = 10. Calcule el 


* área de la región ABC. 


А) 5 В) 10 C)15 D)75 E) 12,5 


| 


21 


+ En el triángulo rectángulo ABC, recto 
£ еп “B”, se sabe que AC = 842 y 
mxA - 67,5? . Calcule el área de la región 


+ ABC. 
+ 


+ А) 16 В) 16/2 C)32 D) 32/2 Е) 24 
> 





сс 24ка 








ВЕС 
e 
e 
Calcule el área de la región correspondien- s En la figura, ABCD es un cuadrada 
te a un hexágono equiángulo ABCDEF si е S,=2. Calcule 5. 
АВ = 3, CD = 6, DE = 2 y EF = 4. Ф 


А) 2043 В) 184/3 С) RE 


93 83 
D) F УЗ E) 4 УЗ 


En el gráfico, ТМ = NL = 4, 5(ED) = 





A) 4 B) 6 C) 8 D)9 EJ) 


24454.0506 0. ф 9 Ф фо Фф 


7(DL) = 35. Calcule el área de la región + PROBLEMA 
sombreada. 

M Calcule el área de la región triangular 1 
A) 30 si el área de la región triangular АОВ af 


Ф ,- + P | 
¿+ (© y Ж son circunferencias exinscril 


B) 40 
para el triángulo ABC). 


C) 50 





D) 60 





E) 70 





PROBLEMA 


Calcule el área de la región triangular 


BRM, si área de la región ABR es 10 y A) 4j B) 5,5 C) 6 





AAA O фф 


AM = MC. D) 3 E) 1,5 
A) 10 PROBLEMA RSLS FA 
B) 5 * Se tiene el triángulo equilátero ABC # 

donde "M" es punto medio de АВ. CA 
C) 5 cule el área de la región CGK, si "K" 
D) 20 ortocentro del triángulo ABC, “G” 

i iá M y BC 

E) 25 baricentro del triángulo BCM y ñ 


B) 43 C) 24/6 


% 
2 
s 





ÁREAS 



































E) J6 + triángulo. 


de 
*A2 B)3 C)6 D)4 E) 1,5 
N° I8 E 


+ E € жиб, н ÁREAS DE REGIONES 
llárea de la región triangular + CUADRANGULARES 
У N son puntos de tangencia) “Z 


` PROBLEMA 


- En el gráfico, R = 8u, r = би, mBN = 27° 
+ y тАО = 18°. Calcule el área de la región 
+ sombreada. 

‚ А) 124/20 

* B) 1342v* 

| D En Uc + C) 1443u? 
0/2 D) ar > 

e 0/2 





> D) 16 /3u2 
+ E) 10./3u2 N O 
А м 19 + 


iHángulo rectángulo ABC, recto en + Ркові=мА У 


ubica en BC el punto "M" tal que + En el gráfico, A es punto de tangencia. Si 
MN se traza la altura BH. š (OM)(AC)=24 R=5 y r=2, calcule el área 
| , ., * de la región sombreada. 
TÑ, calcule el área de la región + 


AMH. 
B) 443 C) 16 


E) 643 





T3 N° 20 


T Lhángulo escaleno se cumple que z А) 24 В) 12 C)15 D)15/2 E) 20 
0) es numéricamente igual al triple + 


perímetro. Calcule la medida del š PROBLEMA Е 


"Me la circunferencia inscrita en este * 










ZCAN ` 
I 


Se tiene el hexágono convexo ABCDEF > PROBLEMA 773 


ue cumple que los lados opuestos son * ` 
ds P * En el gráfico ABCD v PORD son cuadra 
de igual longitud y paralelos. Calcule * 


* dos, si PC=6, calcule la diferencia de 


SAACE 2 ° 
S áreas de las regiones sombreadas. 
ABCDEF ‚Фф 





1 lea s З 23 эр бё 
^p; B)3 OT р) 3 E =. ' 
+ B) 12 


> f 
PROBLEMA ОУ * c) 18 








En la figura, ab=40, calcule el área de la Т р) 36 \ |. 
región sombreada (В es punto de tangen- : 5 Ç 
cia). > Е) 124/2 

de 
A) 40 $ Ea 
B) 60 - 

s Se tienen los paraleloqramos ABCD v 
се š PQRD, tal que Pe AB y Ce QR. Calcule 
D) 100 Ф Soas . 

? Sopqnp i 
E) 90 : 
+ 
E 1 2 J/2 | 
PnonLEMA FETA (nis ma Ag Wr Eg 
+ 
En el gráfico, D, б, Н y F son puntos >” 


medios de AB, AE , EC v BC respectiva- + PROBLEMA 


су Si P, О, R y T son las a z Según el gráfico, S, ; S, ; S, y S, son áreas 
à regiones sombreadas. Calcule = "T $ de las regiones sombreadas. Si ABCD es 
A) 1 в : un paralelogramo, MD//NB y MA - AN. 
B) 2 š se cumple: 
En 
C) 3/2 ^ м 
Е < 
e / | Ex : 
E) 3 AA : 
A G E H Ы 
e 






















ES S. +S, В) $, =5,+5,+5, 





KS +S,-S, D) 5 = 


| =S, +S; -S; 


9192 
S 


N° 29 


D = 6; PD = 4y BC = ЭЁ Lr ‚ calcule? 


1 de la región sombreada. 





N° 30 


(0% son los puntos medios de AB, CD, 
y AF. 

) 246 B) 343 C) 243 

3) 546 E) 22 


)BLEMA B. bd ) | 





D e; 
A IE ASEO, A 


un trapecio ABCD sus diagonales se + 
an en O: en CD y en la base AD se i4 E) 3643 
in los puntos M y N tal que MN//AC ; $ 


> MN corta a BD en E; MD = 2(CM) y las 
> áreas de las regiones triangulares BOC y 
2 END son iguales a 4, calcule el área de la 
* región trapecial ABCD. 


> # 


>ы 


ФА) 10 B)30 C)36 р) 54 Е)25 


о $ 


e 
> 
+ PROBLEMA ЕУ 
з Si el área de la región rectangular 
sombreada es 32 y AC = 16; calcule QM. 





2 
(л 
i 
© 


C)6 D)8 E1 


Пепе una región hexagonal regular + 


CDEF cuya área es 643; calcule el + ; Рвовіғма REA 


de la región cuadrangular cuyos vér- + Según el gráfico, calcule el área de la re- 





+ gión sombreada siendo “1” el incentro del 
н triángulo ABC y АІ + IC = 12. 
> 
° > A) 36 


+ В} 4842 
e Cy 1243 


° D) 2043 









е 
CUZCANG 


PROBLEMA 


En el trapecio ABCD ( BC// AD ), se fra- 
za la diagonal AC; en AB se ubica M tal 
que DM^AC- {№}. Si las áreas de las 
regiones AMN y CND es 2cm* y 10cm? 
respectivamente. Calcule el área de la re- 
gión BDM. 





A) 8 cm* В) 10 cm? С) 6 cm? 
D) 4 cm? E) 12 cm? 


En el gráfico, D es punto de tangencia y 
ABED es paralelogramo.  - 

Si mBM = mMC = 53° y В = 5, calcule el 
área de la región sombreada. 





A) 92 B) 82 C) 102 
D) 112 E) 144 


Según el gráfico, BC//AD y el área de la 
región sombreada es 6. Calcule la suma 
de áreas de la regiones paralelográmicas 
ARBS y PCQD. 








A)18  B)10 C)12 D)6 E)9 


En la figura, ABC es equilátero, 
AM=MC=3 y PQ = 4. Calcule el Аг 
de la región sombreada, 


A 
B 





ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ9ФФФ4Ф 


Si G es baricentro de la región triangular 
* ABC. Si AB=7; BC=9 y AC=4, calcule 
„е! área de la región paralelográmica 
A sombreada. 


> 
+ A) 642 


4 


























E No 39 


ÁREAS DE REGIONES 





At 0, ABCD es un romboide y > CIRCULARES 
Calcule el área А en función 


En el gráfico, S, y S, son las áreas de 


D DO DOE D D D D DO $ 


las regiones sombreadas. Si R,=9 y 


К, -4, calcule S, - S. 


^ 


Ф649 


* 
. o 


5999 





B) 2(4,-24;) 
A) Збт B) 651 C) 49n 


D) 251 E) 721 


D) 3(A,-2A)) 


A 
2A; 


| gráfico, H y O son ortocentro y ; 
Поло del triángulo ABC. Calcule * 


„ Se tiene el triángulo ABC, con AB=10, 
BC=12 y AC- 14 está inscrito en la cir- 
> cunferencia de centro O. Halle el área de 
* la corona circular limitada por las circun- 


> + Q EE EE + Ф 4 4 Ó Q 4155 


> ferencias concéntricas de centro O y tan- 


gente a AB y AC. 


A) 241 B) 127 C) 117 


„> D DO D D 


5 D) 257 E) 167 


PROBLEMA 7 


. Si mAB = 60°, calcule la razón de áreas 
e 
a de las regiones sombreadas. 








Calcule la razón de áreas de las regiones 
sombreadas. (A, Q, C, D y E son puntos 
de tangencia) 


A) n 





En el gráfico, ABCD es un cuadrado. T es 
punto de tangencia. Si AB = 6, calcule 
el área de la región sombreada. 


А) 36-101 
В) 15-27 
C) 9-1 

D) 36-41 





ч T es punto de tangencia у R = 2/1. 


4 PROBLEMA 073 


E 


+ cule el área de la región sombreada 





A) S (x - 43) B) 5(- J2) 
3 3 

C) *(n- 43) р) 2(4n- 34/3) 
3 3 

E) 5 n-3 


En el gráfico, halle la suma de áreas 


las regiones sombreadas, si АВ = 4/5 








А) п В) 2л С) 3n D) 4n E) nii 





PROBLEMA B. iud !:] 


RAI Tq 


> En el gráfico, las circunferencias son con 
+ gruentes de radio 2 y son tangentes a hal 
e š 

+ lados del polígono convexo mostrado. Ha 






















> 
las áreas de las regiones + 


Mico, las circunferencias son + 
y congruentes, halle el área 
sombreada. 


B) 4nR* C) 


Q Q Q Ф 4 Q Q Ó Q Q Q Q Q Q + Q Q Q Q 


MAR? E) SIR +8" 


3 N° 50 


lico las regiones sombreadas son 
ntes, Halle a/b. 


o D DO D DO D D D DO D D D D D 


, 


A) 1 B) 2 C) 43 
D) J2 E) 24/2 


PROBLEMA Y 





* En el gráfico, BC — 6u. Siendo T punto 
* de tangencia, calcule el área de la región 
+ sombreada. 





A) 16m? B) 18m? С) 642m 
D) 36nu* Е) 24m* 


PROBLEMA 7 


En el gráfico, AC=a, calcule el área de la 
región sombreada. 





cu CANO 


En el gráfico, C es punto de tangencia y 
AB = BC. Calcule S, en función de S. 


S 
A) 3 
B) 25 


0 


D) 





E) 59 


En el gráfico, calcule S, en función de r. 


y = 


В) г? 





Se tiene el cuadrado ABCD se ubica М y 
N en AC tal que la circunferencia que 


contiene a M y N es tangente a BA y BC. 
Si AM = MN = NC = 42 , calcule el 


100 





GEOM 


área del círculo limitado por la circun 


rencia. 
A) n B) 2n C) 4n 
D) 8л E) 6x 


Se tiene el cuadrado JFDC, M es pun 
medio de FD , una circunferencia pasa | 
M y es tangente a JC en J, el segmen 
tangente a la circunferencia trazado ui 
D a la circunferencia mide 443 . Caleu 
el área del círculo limitado por la circun 


ferencia. 

А) 161 B) 9л C) 251 
D) 491 E) 207 

PROBLEMA 


En el gráfico, T es punto de tangencia cal 
cule 5, /S,. 





En el gráfico, MN = NL = LP calculs 
A+B 


SLT) 


AER E E E E фф AN 

















ÁREAS 





$ C) 10 D) 201-6 


» |. 





+ En el gráfico, MN v FJ son flechas relati- 
B) 2 C) 3⁄2 * vas a АВ у BC respectivamente. Si 

* S,=3 y S, = 4. Halle el área de la re- 
EI 5 ° qión ABC. 


75 № 59 





unferencia @ de centro O y ra- Z 
T ubican los puntos A y B, K y ° 
circunferencias de diámetros АО $ 
$ "mAB = 90" , calcule el área de la 
"naa @ y @ e interna a €. 2 


+ 


-9 B) 9-9 + A) 5 B) 10 C) 7 





D) 14 E) 25 


* 9? * € € 
+t hé ^d h^ d eet h^ d 





Problemas) Resueltos 








Z= 0 TK | pegs E 
ye Ce DE e- UJ 
; + PROBLEMA Seminario 
AREAS DE REGIONES + 
TRIANGULARES * En la figura, AB = 6u y BC = 8u, H 
la suma de áreas de las region 
sombreadas. 


PROBLEMA ОШ Seminario 


En la figura mostrada, H es el ortocentro 
y G el baricentro del triángulo ABC. Si 
AB=13u, BC=15u y АС= 14и. Halle la 
suma de áreas de las regiones sombreadas. 





A) 10u* B) 8u* C) 4u 
D) 2u* E) 6u* 


PROBLEMA Seminario 





$6900904090990990000900090000990090909992 


A C > En un triángulo rectángulo ABC, se trage 

A) 55/8 B) 33/4 C) 44/3 la altura BH y una ЖОШ secante qu 
interseca а AB en M y a BC en N; ай 

D) 17/3 E) 23/4 más contiene а los incentros de los triði 
gulos rectángulos AHB y BHC. Wl 

РвовзкмА QA Seminario MB=m, MA = 4 v CN = n. Halle el 

En el triángulo ABC, AB < BC, BE es * área de AMNC. 

bisectriz interior v BD es bisectriz exte- 3 / т 

rior, demostrar: А) ¿tm+n) B) gm ni 2 


zu Bj En e (m + 11) 


C) тп) > 2 


А, +A 
A 2 І 2 
и dee 


CURT 


donde: А, = А, с. Y А, = Asma 


* E) тп+ (m+n) 























os AREA” 


PROBLEMA ҮЙ Seminario 


Шо ABC, cuyos lados miden > En un triángulo isósceles ABC, AB = BC. 
las alturas relativas a dichos 


(hs h, y h, respectivamente. 
de la región ABC. 


B) + аьа, 


h, D) 4 abch,h,h, 
| 2 


hhh, 


SM EN Seminario 


ceros 


AC = b, las medianas congruentes son 
perpendiculares. Halle el área de la re- 


gión triangular ABC. 


TT 


3 3 
A) gU B) ¿9 c) 30 


D) 2b* E) 3b* 


Seminario 


Ж En la figura, Amen = Xu^, Amon = Үч“, 
AB. Seminario 
Aoc = Zu. Halle el área de la región 


m un cuadrado cuyo lado mide 
® / triangular АВС. 


JOE es un triángulo equilátero. 
Área de la región sombreada. 


> + + ФФФ4ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ4ФФФФ 





А) TERR 
B 
XY 
B) E 
AZ 3 
C) y 
+. YZ 
2D) x 
M A C 
+ 2 
E je -(Х +21 +Z 
j = 2) B) S G3 -3) + El SON CS 


Рвові=мА IT] Seminario 


* Si p representa al semiperímetro y 


DO D 


М? -1) D) E (243-1) 


(Para) (Pags (Preu) = 336 


f ~ 3) 
Papo + Pres + Ртсу = 21 





со кна 


ta en el triángulo АВС. 


li 
| : MC MENS 
Halle el radio de la circunferencia inscri- š PROBLEMA B: 57 Seminario 
“e 
* Se tiene un triángulo de lados 9u, ЇЇ 





A)2 B)3 C) 4 D) 5 E) 6 
PROBLEMA Е Seminario 


En un triángulo ABC se ubica el 
ortocentro O, BH es altura del triángulo 
ABC, F es un punto de la prolongación 
de BH, tal que m<AFC=90°. Si 
(AC)(BH) = 32u? y (AC)(OH) = 8u?. Halle 
el área de la región triangular АЕС en u?, 


A) 6 B) 7 C) 8 D)9 | E)10 
PROBLEMA F DEF; Q Seminario 


En un cuadrado ABCD sobre el lado BC 
se construye exteriormente el triángulo 
rectángulo BMC (recto en M). Si el pro- 
ducto de las áreas de las regiones trian- 
gulares ABM у MCD es 36u*, entonces el 
área de la región triangular BMC (en u?) 
es: 


A) 18 
104 


В) 15 C)12 р)б E)5 








+ llu. Calcule el área de la región tris 
H lar cuyos vértices son los puntos da 
+ gencia de la circunferencia inscrita si 
* triángul 

¿ triángulo. 






< 
е. 8D 40 20 
+ A) — 2 B) 242 C 
+ 112 | 13 Y? | A 
+ 
“e 
e 80 40 
D) — 3 E) —«X3 
50) 505 ng 
Ф 
2 ProsLema 71 Seminario 
+ 
< En un triángulo ABC se ubica D 
+ la prolongación de AC tal qu 
x AC : CD :: 3:1, M es punto medio de M 


2 y DMMAB=(N). Halle la relación enl 
$ las áreas de las regiones BMN y ANMU 


2A)1:5 B)1:6 C)1:9 
> 

+ D) 2: 9 E) 2: 5 

D 

E 


Examen parcial 


Ў PROBLEMA Ж 


M En la siguiente figura, ABCD es un сий 
* drado de lado 8 con una сігсипіегеп 
inscrita de centro O. Después del ёгі 
А se traza el arco BD, luego el área de la 


región triangular AOM es: 
А) 47 
В) 2,5 


С) 46 
р) 3 


¿PEA 





* E) 5 





























iri Seminario 

g| área de una región triangu- 
il área de la región triangular 
es son los puntos medios de 


B) A/6 C) A/8 
E) A/24 
MÍN Seminario 


lángulo ABC, se cumple que 
№ mb y AB=c, el incentro es I; 
iz del ángulo B corta a la circun- 
£lrcunscrita en F; si r y'r, repre- 
longitudes del inradio y exradio 
аА >, probar que el área de la 
bcír + r,) 
Аа + C) 


tiene por expresión: 


Ayr Seminario 


cuadrilátero inscriptible ABCD, 


wl área del triángulo ABC. 


em? B)48cm^ C) 20cm* 
um? E) 50cm? 
N? 78 Seminario 


ula el área de la región triangular 


lados miden V3; 45 y 47. 


B) х9 C) 5 
"W3 5 43 +47 +45 
7) š | E] 





im; BC=CD=15cm y AD=25cm. : 


ÁREAS 


o 

* PROBLEMA ГД Seminario 

š De la figura, hallar S_ en función de S, v 
Ф S,. 

" 

4 


В) JS? +55 
С) JS,S, 


D) 52/5, 





Бу 33 


* En la figura PQ// CB , В5// BA ,AH -2(HC), 
Sine = 1200 ВМ= МН. 


Hallar 5 ,омѕ – мкс: 


Seminario 


AAA 


C P e 


¿ PROBLEMA Saminario 


D 

š En el triángulo ABC, l es incentro v G es 
° baricentro. Si AB = 15u, BC = 13u v 

+ AC = 14u. Calcule Sinc- 


š A) 2 B) 1 C) 4/3 
5 D) 2/3 E) 5/3 


UZCA 





Рковіғма AONYA Práctica Calificada 
En un triángulo AB. se cumple que 
AC=6, AB+BC=18 Y Su inradio mide 2. 


Calcule el área de la Superficie del trián- ¿ 


gulo ABC, 

А) 14 B)16 C) 18 D)20 E)24 
PROBLEMA E] práctica Calificada 

En un triángulo ABC (recto en B), I es 
incentro, Al=a, IC— tv2 . Calcule el área 


de la superficie trian ular AIC. 


ab 
1 ¿2 tb’ 
D) 4°° Е) 0 
PROBLEMA Práctica Calificada 


En un triángulo АВС dos lados miden 9 y 
13, la mediana relativa al tercer lado mide 
10. Calcule el área Че la superficie del 


triángulo ABC. 


А) 8414 в) 10414 C) 12/14 
D) 14/14 Е) 16У14 


PnonLEMA 79 práctica Calificada 


En un triángulo acutángulo ABC, la 


m«ABC = 72?. se trazan las alturas АР y 


CH. Entonces, el área de la región trian- 
gular HBF es (a =b /9) Veces el área de la 
región triangular ABC. Calcule a/b. 


c)^ D)5 E)6 


A) 2 


B) 3 



















x PROBLEMA. [Y Práctica Calificada 


e 
* El radio de la circunferencia іпзе 
un triángulo equilátero ABC mida 
Halle el área de la región triangula 


44% 


© (en u?). 

> 

> А) 43 B) 2/3 C) 343 
> 

í D) 443 E) 643 

: 

2 PROBLEMA Práctica Calificada 
+ 


f Una región triangular ABC, de baricen 
+ G tiene k u? de área. Por С se traza Y 
E 


: paralela a AC que interseca a los Im 
5 AB y BC en Р y Q respectivamente I 
M lle el área de la región APQC (en u”) 


) 
c 


C) zn 


>» 
чоо Nix. 


k 
B) 5 


x 


5 
E) g" 


g 


Práctica Calificada 


PromLema 77 88 
En un triángulo ABC se traza la median 
AM y la bisectriz BD del ángulo АНЕ 


278 M XY AD 3 

D AC ° BD AM = è — = ) 
€ | 2 (QJ ӨС A | 
área de BQM es S, halle el área de | 
región triangular ABC. 


ç + Q + b Q Q Q QO GQ OGC 9994 


de de de de 


> «de Le D 


А) 55 В) 65 


PROBLEMA 1 89 
¿ El perímetro de un triángulo isósceles ## 
š 28м. Si uno de los lados congruentes тій 


C)7S 0) 85 L)'M 


esos 


Examen de Selección 


„* 





ÁREAS 

















el área (en и?) de la región š PROBLEMA СУ Seminario 
5 


£ Еп un trapecio ABCD de bases BC y AD 
B) 6421 C) 8421 > (BC < AD); la base media y la diagonal 


E) 28 м AC se cortan еп Q. Calcular el área de 
* BOD, si las áreas de las regiones trapecia- 





E E 
EXT] seminario Ф les parciales determinadas por la base 
| ¿ media son S, y S, (S, > Sj). 
vunferencia se inscribe el trián- + 
1110 ABC (recto en B), se ubi- 2 S, +S, S, -S, 
to F sobre el arco BC. Si < А) фр В) 5,-5, C 2 
BF = 6 y mAB = 0° , enton- : 
in de la región triangular BFC es: * 29,9 
! Р *D)JS$ Е) 525, 
/3) B) 9(4- 3) ° 
* PROBLEMA Seminario 
aue 9 M 
"UM D) 5(2- 3) 4 En la siguiente figura el área de la región 
y ч triangular PSR es Au? y b(MN) = a(NK), 
X4) 24 entonces е! área de la región limitada por 
+ el paralelogramo KSRN es: 
«e 
E 
AREAS DE REGIONES + K 
CUADRANGULARES Ф 
М N 
MANTA Seminario š 
mboide ABCD de área S, se cum- M 
СЛЕ = DG. Hallar el área de la $ 
sombreada. > P R M 
C з A) 3Afa - b) в) 4 Ala-b) 
ЖЫ: x 2b 3 b 
2 i G i« 
| + C) AB-0) p) Ala-b) 
Ms e b 2b 
D B s 


M E) 2Ala — b) 
В) 53 С) 5/4 D)S Е) 25 * b 


№, 
ДСАН 


En el paralelogramo ABCD de la figura 
MN//AD y PQ/AB. Si Sagas =17u*, 
calcule Si en u*. 





Práctica Calificada 





B) 13 
E) 17 


C) 17,5 


ProsLema PY T | Práctica Calificada 


Las bases de un trapecio miden a y b 
(a<b). Halle la longitud del segmento pa- 








ralelo a las bases que determina dos tra- 
pecios de la misma área. 
2 2 2 2 
A) Jab B) a C) AH 
m 2 3 
a+b’ а? b? 
р) a+b? ) ab 


Práctica Calificada 


En el triángulo ABD, Ce AD (AC > CD) 
y Pe AB, tal que CP//BD. Si M es punto 
medio de AD y Sec =16m*, halle 

S mac 
A) 6 


en mf, 


B) 7 C) 8 DIS  £)12 












GEOMET 


Práctica Calificada 





En el cuadrado ABCD de 2COu de lad 
Me CD, Ne AB y AM//CN . Si la distal 
cia entre AM y CN es 40, cal !cule el ñ! 
: de la región AMCN (en u?) 
+ A) 100 B) 120 
D) 140 E) 150 


Prosa ГТД M Práctica Calificada 


En una circunferencia de ceru:tro О y d 
radio Runidades, se inscribe тип hexágm 
no regular ABCDEF. Las prol -ongaciongg 
5 delas cuerdas AE y CD se interceptam 
z en el punto G. Si ECAAD = ( K}, ento 


š ces el área (en u?) de la regió n cuadrail 
: gular EKDG es: 


ero TT 


CÇ) 130 


% + ç$ Q $ $ @ > %@ $ % 6 





+ 2R3 R?3 SR? 1 
A —————Ñr Er ww. pey ' 

ИШТ" BL а Sl 

+ T 

S Bm 

¿py El ру 3R 4/3 

+ 8 

E 

> 

+ PROBLEMA Práctica CaMificado 

4 

« Sea АВС un triángulo, AC— b, BC=4 


+ (а> bit y r, son los radios de las cii 
+ cunferencias exinscritas relativas а los la 
« dos BC y AC respectivamente. Halle el 
* área dela región triangular ABC. 





+ 

+ 

< 

МУ 2 [iab B (a? — b“)r.r, C abri 
+ u jeu B gs CV 
e 

M D) rr la- b) (r. +1,Jab 

+ 76 LK 



















Riu Práctica Calificada 


un cuadrilátero inscrito en una 
cia y circunscrito a otra; 
BC=b, CD=c, AD=d. Halle el 
15 región triangular ABC. 


abyabcd 
ab + cd 


bd abcd 


ad + bc 


Wabcd 
+d 





Bp D 


yes 


AB. 0029 Práctica Calificada 


rombo la suma de las longitudes 
diagonales es 70 u y la longitud 
Mo de la circunferencia inscrita al 
95 12u. Entonces el área (en u?) 


“gión limitada por el rombo es: 
B) 480 C) 560 


E) 640 


Pl M Práctica Calificada 


f Inscribe un cuadrado EFLJ. 


EFL. (en u?) 


FUN 


me B) JV.W 


VW 
V+W 


C) J2V.W 


E) 


Anlángulo rectángulo ABC recto en š 


AC. FeAB, Le BC. Las áreas de $ 
Mones triangulares AEF y LJC son 


4% «e de ele 


de Le de > 


5499940906 


e de e о 4 


E 


e 
< 


ФФ 99999909 


PROBLEMA BTS Práctica Calificada 


En un cuadrilátero convexo ABCD se ve- 
rifica: m«xBCD=90*, AB 13u, 
BC=20u, CD = 10u y DA = 17и. En- 
tonces, el área (en u*) de la región cua- 
drangular ABCD es: 


A) 200 
D) 310 


B) 210 
E) 320 


PROBLEMA ЖО? Práctica Calificada 


En un triángulo ABC se ubican los pun- 
tos Men AC y N en BC tal que: 


МС = 2АМ y BN = 2NC . Si ANGBM = fP) 
y el área de la región triangular APB es 


C) 220 


10u*, entonces el área (en u?) de la región 
cuadrangular PMCN es: 


A) 10 B) 15 C) 20 
D) 25 E) 30 
PROBLEMA Seminario 


Sea el rombo ABCD, P es punto medio 


* de BC, AP = 9cm, DP = 13cm. Halle el 


ә” 
„> 


* Halle el área de la región cua- + 


Ф PROBLEMA 


área limitado por el rombo ABCD en cm?. 


* A) 12/14 B) 14/14 C) 18414 
° D) 22/14 E) 24/14 


Examen Parcial 


* En el triángulo cuyos lados miden 5; 7 y 
+ Өт se inscribe un rectángulo como se 
: muestra en la figura. Entonces el área 
+ máxima en т? que puede encerrar dicho 


GEOMETAÍA 


Laa 
CUZCANG 











rectángulo es: & Az =A,+A>. Calcule a, en función de 
> a, y a 
A) 455 5 
$ à, +a, 
o A) Jaja B) a,+a C) "* 
B) 6/3 ааа ty : 
E 
а, +a 
C) J65 ¿DA Бу ar 
D) 543 


Seminario 





PROBLEMA 





D D D Do 


E) 485 


Se tiene un rectángulo de área 60 u*, cu- 
yos lados son longitudes enteras, enton- 


ces el perímetro máximo de dicho rectán- 
qulo es: 


> 


š En un cuadrado ABCD, se traza una rot 

ta secante que pasa por el centro v que 
interseca a los lados AD v BC , las distan 

cias trazadas de los vértices a la recta mi 

den a; b; c y d, si a^ 4 b? c? 4 d* = 100 

Hallar el área de la región cuadrada. 


A) 120 B) 150 C) 100 
D) 200 E) 160 


Seminario 





A) 122 u B) 64u C) 32u 
D) 100u E) 60u 


PROBLEMA P: UT 108 Seminario 


Por los vértices opuestos de un cuadrado, 
cuyo lado mide 5m, se trazan dos parale- 
las distantes 7m. Calcular el área de la 
región paralelográmica (no cuadrado) que 
se forma. 


PROBLEMA ЕТЩ Seminario 


Hallar el área encerrada por el trapecio 
ABCD, si AB=BC=4, m«ABC = m<ACD = Ж 
y AC-CD 


s А) 12 B)24 С)20 р) 36 E)32 


D PRoBLEMA PP TER Práctica Calificada 
625 625 


A) 50 B) C) =77 > Indique el valor de verdad de las siguien 
5 tes proposiciones: 


AR RR RE 


< 


> 


D) i E) E 1. En un cuadrilátero cualquiera ABCI), 
se ubican los puntos medios M, N, P y 

Q de los lados AB, BC, CD y DA 
respectivamente. Entonces, el área du 

la región cuadrangular MNPQ es igual 


a la mitad del área de la región cuna 


PRosLEMA ТТ Seminario 


Tres polígonos regulares de n lados de 
áreas Ау; А, y As cuyas longitudes de la- 
dos miden a,, a, y a, respectivamente. Si : drangular ABCD. 


dede Ó Ó Q 








ту 
| CUZCANO 


un trapecio ABCD ( AB//CD ): El 
imento de recta que une los puntos 
wdios de las bases, divide а la región 
uadrangular ABCD en dos regiones 
uadrangulares equivalentes. 
















П un triángulo escaleno ABC, las 
jedianas del triángulo dividen a la re- 
бп triangular en seis regiones trian- 
Шагеѕ equivalentes. 


B) VVF C) FFV 
E) FVV 
MA B. id К. Seminario 


nea de la región de un triángulo ABC 

б 1802 se traza la altura BH y la 
latriz de AC. que interseca a BC en 
Calcule el área de la región cuadran- 
ABNH (en u?) 


B) 7 C) 8 D)9 |E)12 


N? 114 Seminario 


un cuadrilátero MNPQ, se tiene que 
E30, m«N-150?, m«P=120", 


„= Ky/3 y NP = / , entonces el área de 
Поп cuadrangular MNPQ es: 


| 3 
5 k(£ 4 k) B) fre + 2k) 


УЗ kie +k) D) G t (£+ 2k) 


% k(2£ +k) 





ÁREAS 
> PROBLEMA P: CN Seminario 


т Dentro del rectángulo ABCD se ubica el 
* punto M tal que AM= J2u , BM=2u y 
> CM=6u. Si AD=2(AB), entonces el área 
* de la región rectangular ABCD (en u?) 


A) 16 B) 18 C) 20 
D) 24 E) 28 
PROBLEMA ; 6 | Seminario 


En un triángulo acutángulo ABC, se tra- 
zan las alturas AD, BE y CF ; sea R el 
radio de la circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC. Demostrar que el área de 
la región triangular ABC es igual al pro- 
ducto del semiperímetro del triángulo DEF 


con R. 


PROBLEMA Ы ҮЙ 


. Sobre la hipotenusa AB del triángulo ABC 
se contruye un cuadrado ABDE exterior 
al triángulo. Si O es el centro del cuadra- 
do y CO - L, entonces el área de la re- 
* gión cuadrangular ACBO es: 


2 2 

2 -ndie е 

А) L В) 2 C) 3 
2L* Vi Be 
D) ^ E) 


Ф444 45 Ф444 4 ФФ Ф ФФ ФФ Ф Ф ОФ ОФ RR be фф Фф Ф фф Ф 





P AN 
UZCAN GEOMETRIA 


PROBLEMA Seminario š 
M ÁREAS DE REGIONES 
Si las bases de un trapecio isósceles ABCD * CIRCULARES 


circunscrito a una circunferencia miden 2a + 





y 2b entonces el área de ABCD es: M 
; РЕОВЫЕМАЙ ЫРУ Щ Seminario 
a + b) (a + b) < 
А) g B) = Vab + ABCD es un cuadrado de lado /, los cem 


M tros de los arcos son: А, D v (РМ у М 
+ 
C) (a+ b) ab D) 2(a- bab a Son puntos medios) 


E) (Ja + Jb)! А) £*/8 


= 
г, 

N 
— 
PO 


PROBLEMA CTN Seminario 


En un trapecio ABCD (AB//CD); M es 
punto medio de AD. Luego se traza 
MQ LBC. Si MQ = a y BC = b, enton- 
ces el área de la región limitada por el 


О 
cm, 

ч 
— 
Q3 





m © 
a E A 
— — 
A сл 


trapecio es: 


Рвовіємл CEN Seminario 
A) ab Б) Zab C) 3ab Hallar el área del sector circular mostra 
do en función de a, b y R (T es punto de 
ab 3ab 
D) ri E) 7. tangencia, O, y О, son centros) 





ABCD es un trapecio (BC//AD) 
m«BAC = 2(m«CDA) = 60? . 


ФФ4ФФ k ФФ4ФФ4ФФФ4ФФФ4ФФФФФФФФФФФФФФФФ4ФФ9ФФ 





Si 2(BC)=AD=8, entonces el área de 
ABCD es: 


na R? nb*R? nab“ 
6b? | 








A) 
A) 543 B) 643 C) 12/3 





D) 


ФФФФФФФФФФФФ4Ф 


D) 843 E) C ó D 
























" N? 123 
Igura hallar S, - S,, si el lado del 
lo ABCD mide 24/20. 


Seminario 





N° 124 


M е! área de la región sombrea- 


N? 125 Seminario 
ү el área de la corona circular deter- + 


йа a un polígono regular de lado 


№ 


z 
= BT Cha 


m 
ла? 
3 





la por la circunferencia inscrita y cir- ? 


ÁREAS 


Seminario 


PROBLEMA E FT 


+ En la figura т«АВС = 45° y BD es 
š * bisectriz exterior del ángulo en B, M es 
: punto medio de АС. Calcular el área de 
* la región sombreada (R es el radio de la 
circunferencia) 





cos, 





Rš R? 
A) ^ (2n+3) в) 2-(2л+3 
В (3x42 К 3741 
С) (97+ 2) D) zn +1) 
2 


PROBLEMA ЫЎ 27 Práctica Calificada 


* En una circunferencia de radio R unida- 
* des, se trazan dos cuerdas paralelas si- 
н tuadas а un mismo lado del centro de la 
. Circunferencia. Si las medidas de los ar- 
5 cos que corresponden а estas cuerdas son 
> 30° у 150”, entonces el área (en и?) de la 
* parte de la región circular limitada por 
+ estas cuerdas es: 


еее е босоо PI 


5 лк? TR zd 
e^ а. y^ DS Es 
nR? nR? 
e. Dj. —— Ej 
Рей КЗ 





e. 4 
EUZCANQ 


PROBLEMA ЫЕ Práctica Calificada 


Dos radios OA y OB de una circunferen- 
cia, forman un ángulo agudo cuya medi- 
da es 60°. Desde el punto A se traza el 
segmento AC perpendicular a la recta tan- 
gente trazada a la circunferencia por el 
punto B (C está en la recta tangente). Si 
OA = R; entonces el área de la región 


limitada por AC, BC y el arco AB es: 





(9/3 - 4m)R2 (9/3 -4m)R2 
A) 12 B) 24 
(743 – 2m)R2 (9/3 — 4x)R* 
Op МІ ача 
2 
Е) (3 -злва j 


2 | с 
4 
i- 
B F 
Е 





>. Práctica Calificada 


Dos circunferencia son concéntricas, una 
cuerda de la circunferencia mavor es tan- 
gente a la menor, la longitud de la cuerda 
es 2и. Halle (en и?) el área de la corona 
circular. 


A) x B) 2л C) Зл 


D) 4л 


PROBLEMA 2 ET Práctica Calificada 


Sea L la longitud de un lado del cuadra- 
do ABCD, con centro en D se traza el 
arco AC, BD AC = (E) se ubica el punto 
medio M del lado CD, AMABD=([F) . 
Calcule el área de la región limitada por 
los segmentos EF, FM, MC y el arco CE. 


E) бл 





2. 12 12 
ФА) (39-2 В) 0-1) 
> 
< 2 2 
L L 
* C) 5021-3) D) G(2n-5) 
P 
D nl? 
e Е) 16 
< 
> 
ч PROBLEMA ЖЕ Seminario 


š En la figura, AB = BC = AC , sobre la cir 


£ cunferencia de radio К con centros en A y 


, C se trazan los arcos AMB y BNC. Cal 
¿+ cule el área de la región sombreada. 


К (n- V8) 


a 


z 


R 343 n) 
3 Y? 
C) Е +43) 


D) R (3 + n) 





E) (4/8 - 2n) 


PROBLEMA PSI EP, 


En la figura, se cumple que OA- OB - 2и, 
halle el área de la región sombreada 


Seminario 





ФФФФФФФФФ4Ф4ФФ4Ф4Ф4ФФФ44Ф4%4ФФ4ФФ4ФФФФФФФФФФФФФ9Ф9Ф99Ф99Ф 















bmy/2- бл - 44/2)? 
ї+3л/2+4-4./2\4° El m? 


KMA. kË Fk k. Seminario 


a mostrada, R es radio del arco 
nferencia, si mAB=90° y 
*45°. Halle el área de la región 


N° 134 Seminario 


"un triángulo equilátero de lado L, ha- 
ndo centro en cada vértice y con ra- 
21/3 se trazan arcos de circunfe- 


Wia. Halle el área del círculo en el inte- 
r'del triángulo curvilíneo tangente a los 
trazados. 


т? nl? лі 
E ez «у 
Ls пі? 
12 E) 75 





En la figura AD es diámetro y 
AB=BC=CD, calcule la relación entre el 
área de la región sombreada y el de la no 
sombreada (todas las curvas son 
semicircunferencias) 


q de de e e de e $ e de % e 


A) 1/3 
B) 2/5 
C) 1/2 
D) 1 

E) 2/3 


PROBLEMA 2 ЕЩ 


Hallar el área de la región sombreada, si 
ABCD es un cuadrado (АВ=а , М у N 


son puntos medios de AB y CD) 





2 k s b h Ф Ф Q + Ф Ф k b h S k Q S b h b b 5 S S k Q S 5 S 2 p Фф фф 





° a* a° 

> 2 2 

20 lO a 

+ С) 72-42) р) 542 
> 

? 2 

s E) £-(3- 2/2) 

+ : 


E 
PRoBLEMABSMEEYE Seminario + PromLema ЕҢ Seminario 
E 


En el gráfico, se tiene un cuadrado cuyo > Hallar el área de la corona clrcul 
lado mide /, se tiene también dos semi- š PA=3u y PC=6u (C y M son puni 
círculos y un círculo inscrito. Hallar el área 
de la región sombreada. 














T * 
+ tangencia) 
E 





e A) £^ mu? 
А) n/*/4 ° 4 
DO 45 ° 
2 6/6} == 
В) 202/6 2B) T" 
+ 
С) л/?/3 $ C) 25m? 
4 
ET 
D) ne?/8 + D) Slm? 
P 4 
E 
> 
E) n£*/16 e E) 45 ru? 
e 2 
үз 
PROBLEMA FEET Seminario ^ 
* PROBLEMA Seminario 
Los vértices del hexágono regular mostra- * 
do son centros de seis circunferencias con- I En la figura M y N son puntos de tange 
gruentes y tangentes exteriores. Hallar el Š Gia. Hallar el área de la región sombre 
área de la región sombreada. > 
> 
< 
< 
> 
2 
> 


^ 





dee oH Фф 


= (b^ - a° ЖҮ 
А) (3 «m B) E (3V3 -n A) 4 a B) m (a* 4 /) 
T , 2 2 T 
— (a^ + b°) Lab 
C) (93 + 2n D) L (2-343) ak q D) 4° 
e T 
E) 1?(343 – л) * E) 9 ab 


* 49. 49. Фф. „Ф 
h^ d bó d ^d ыы ыы 





s 
PENE AS 


"em > Me: Га 


as Resueltos _ — 


IREAS DE REGIONES 
TRIANGULARES 






B) 37 
N° 141 + C) 30° 
$ 


fico, ABFG y BCDE son cuadra- * 
* D) 22,5? 

























lque la relación entre las áreas de + 
e D 
es sombreadas. ° E) 26,5° 
< 
E > 
> PROBLEMA 
4 
+ En el triángulo ABC se traza la me- 
D + diana BM tal que m«BMA = 60° , 


si (BC)2-(AB)?=12. Calcule el área de la 
región triangular ABC. 


A) 343 B) 643 C) 943 
р) 6 E) 9 


5 Q Q 6600007 


PROBLEMA 


К; 


+ 
%* 


Se tiene el cuadrado ABCD, se ubica Q 
en AD , la mediatriz de CQ corta a AB 


en P Si AQ=m, calcule el área de la re- 


+ 
* „* 


487 = 5; +5; D) S.—S,=S,-S, 


B» = 


ee D de «e * 


gión triangular PBC. 


2 


LEMA EE TE 


TT: 


A) m° B) 2m* C) T 
Iul gráfico, ABCD es un cuadrado, S, y 
hon las áreas de las regiones 2 2 
Wbreadas. Si S, = 16S, calcule x.  *P) 7 E) 4m? 






PromLema ТЩ 


En el gráfico, E es excentro relativo a BC 
del triángulo ABC, si m«EPF = m«BCA , 


calcule Sec 





А) 12 В) 24 C)18 D)6/2 E)1842 


PROBLEMA B. k U 1: 


ФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 


> Sea el triángulo ABC de inradio r; sea n" 
> el radio de la semicircunferencia que su 
+ diámetro está en AC y es tangente а ВА 
+ y BC, analogamente se define Lyr. 


M ESNS 
o Si з= Жр Galculesa 
< r r, r, r. 





Y 
@ 
m 
! 
2 
2 
T 


B) 2 C) 3 
E) УЗ 


Ф + $ 4+ 4+ Q Q E G G$ 4+ 
ч g 
: SI 





E, y E, son los excentros relativos a AB y 





BC respectivamente, E,E, interseca a la 
Se tiene el triángulo ABC, se ubica P y 
Q en AC (P en AQ) tal que 


m«ABP = m«CBQ , se trazan las circunte 


circunferencia exinscrita relativa a BC en 
el punto M, tal que E,M=ME,=4(BM)=4, 
calcule el área de la región triangular ABC. 





rencias inscritas en los triángulos ABP y 


A) ө B) 9 С) = ВОС, tangentes а АС еп Му N respect 
vamente. Demuestre 
27 
D) 4 E) = do de м 
AM MP QN NC 





PROBLEMA 


ФфФФФФФ ФФ 4+ Q 9 


Si Т, N у М son puntos de tangencia y 
AM=6 calcule el área de la región + En el gráfico, halle S, en función de 5, y 
sombreada. 2 S, (T es punto de tangencia) 

E 




































КОБ," в) 5,5, 


| =S y (S, _ S.) 
E 5» 


C) 52/5, 


1 N? 151 


una región triangular ABC de 
ro "I", sea “H” la proyección del 
intro relativo a AB sobre AC . Luego 
ntro en “Н” se traza el cuadrante 
! tal que la semicircunferencia de diá- 
» PH contiene a .. Si IH: 2:6, 
el área de la región triangular ABC. 


FI 


B) 18 
E) 642 


C) 12 


N? 152 


В), E es excentro relativo a BC, se 
la circunferencia de centro C y ra- 
СЕ la cual corta а AC en M. Si 
12 y BC-5, calcule el área de la re- 
triangular BMC. 


(005 mg 43 c) s 3 





ss 17 5 





e el triángulo rectángulo ABC (rec- 


ÁREAS 


PROBLEMA 


Ф 


y Se tiene el triángulo rectángulo ABC, recto 
> en B, se trazan las bisectrices interiores 
& AE y СЕ secantes en l, si AF=a y EC=b. 
5 Calcule la suma de áreas de las regiones 
< triangulares AFI y EIC. 


b 
' A) ab B) < C) - 
D) a> E) 2ab 


Se tiene el triángulo equilátero ABC, una 
recta que pasa por el circuncentro y corta 
a ABenMya BC en N. Si BM = 
BN = b, calcule el área de la región trian- 
gular ABC. 





ab Y УЗ( гь Y 
A Pas Үз P 125) 

943 : J3 
C) SE | D) abr 


E) 943 a^b* 


PROBLEMA E CN 

En el gráfico, AP-PQ-OB; BE=EF=FC 
y AH=HG=GC. 

S ABC 

S AU 





54645669009909904940€ ССА 085304 04499999699 640 
C 
A 
n 
E 
(o 








B) 12 
E) 36 


Pro N° 156 


En el gráfico, halle el área de la región 
sombreada en función de R. 


A) R? 


B) ge v2 
4 


C) 





D) 


E) 


PROBLEMA 


En el gráfico, AD = 2(DC). Indique la re- 
lación entre las áreas de las regiones indi- 
cadas. 





2А) S, + S, = S, S, 
> 

+ B) 5,5, + 55, 

+ C) S. = S, + 5,+ S, 
< 

20) S, + SŠ, = 5, + 5, 


E) Si tS = 52 +55 





En el gráfico, M, N y P son puntos 


БАБЕ. 








tangencia. Si 





AAMN Samne 


Calcule буер 


?ФФФФФФФФФ9ФФ#4Ф44Ф 


< 





LESA 


En el triángulo ABC, la сітсипѓегеп 
inscrita es tangente a AB y BC en My Ñ 


° respectivamente. Si AM = m, MB = ñ, 


+ NC-/,y ad d. = 0.25 ; calcule @ 
+ mn nf mé 

= inradio del triángulo ABC. 

° A)1 B) 2 C) 0.25 

& D) 15 E)4 


< 
$ 











M v N los pies de las perpendicu- 
gl baricentro G del triángulo ABC 
Mos BC, AC y AB. Demostrar: 





_ A(S usc la? + b° +c?) 





AREAS DE REGIONES 
CUADRANGULARES 







triángulo ABC, en la prolonga- 
le CA y BA se ubican los puntos Р 


mST — — 
)ectivamente, se trazan PH 1 BC 
BC (He BM y M en НС): calcule 









MH=MC; BQ-6u. 


dl trapecio ABCD, M es punto me- 
CD (BC// AD). Calcule el área de 





m« BCD = 120? 






ÁREAS 


PROBLEMA 2 CR 


ps Se tiene el triángulo ABC, de circuncentro 
* O, ortocentro H y circunradio a, donde 
¿+ m«BAC = 45°, si la distancia de H hacia 


"€" w А 7 
+ AB es b, calcule el área de la región 


ç BOHC. 

e 

+A) 2bv2Za* – b° B) by2a* - b° 
C) 2 V2 +62 р) 2 (2а? -b 


de de D 


* 


s 


E) 2 V2a' - b° 


Se tiene el ángulo DOB, se ubica C y A 
en los lados OD y OB respectivamente. 
Sea E el punto de intersección de los seg- 
mentos AD y BC. Se traza por C la recta 
paralela a AB y se traza por A la recta 
paralela a CD. Sea F el punto de inter- 
sección de las dos rectas trazadas. De- 
mostrar que 


Área(OAEC) = Área(BFDE) 


PROBLEMA 111 


+ Si el área de la región ABC es S, calcule 
* el área de la región sombreada. 


ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ4ФФ 





Ф 


Ф ++ Фф Фф Ф 





í< 








CUZCANG BEOMET 
A) S/2 B) S/3 C) S/4 
D) УЗ Е) ¿13 
<У2 y2 
D)S ә Е) 5 4 


PROBLEMA B: CT: 168 

En el gráfico, AD = 5(AN) y AM = Й 
Calcule el área de la región rectangular 
ABCD. 


^^^ v-929?99922924 


PROBLEMA ТТ 


Calcule "R", en función de las áreas A v 
B indicadas, si MNLO es un cuadrado. 
A) 4k? 


+ B) 5k: 
* C) бк 
+ D) 10k? 


Presos, 


> 





E) >k 


$ $ dee esse 


+ En:el gráfico, PORS es un paralelogramo 
> * ^ ë 

¿ Si А,В, C son las áreas de las regiones 
* sombreadas, indique la relación entre 
E 

4 АВС. 





En el gráfico, AB = 43 y CD = 1. Cal- 
cule el área de la región sombreada. 


ФФФФФФФФФФФФФ 





Фе 





SAJA+B=C  BJA-B-C 
+ C) AB =2C D) VAB=C 


7 
A) 645 В) 5У13 С) 6/3 


~ E) JA+B=C 





CUZCANO 


N° 170 














ti ne el triángulo ABC de baricentro 
АСС = 120° y (AC) - (BG) = 16. 
le el área de la región cuadrangular 
јопуеха ABGC. 


B) 843 C) 1643 
E) 343 


N? 171 


el gráfico, P es punto de tangencia, 
0-90°; АР = ay CB = b. Halle la 
de 


de áreas las regiones 


breadas. 





N? 172 


Тепе el cuadrado ABCD, en la parte 


de la región cuadrada ABCD. 


B) 54 C) 72 


E) 544/2 


62 





Mna se traza una circunferencia tan- >: 
lea AB y AD, se ubica E en AB tal * 
в EC es tangente a la circunferencia < 
MSI m«PCB = 37° y PC = 7. Halle el 4 


s, 





> 
e PROBLEMA | VEN 

e 

т En un triángulo АВС (т«В=45°) de 
+ ortocentro “Н”, en AB y BC se ubican 
м los puntos Р у Q, tal que PBQH es un 
š paraleloqramo. Si AC = a, calcule el área 
5 de la región APQC. 

4 

9 а? a^ 4/2 a° 4/2 
А) 4 Ber Де 

? 2 2 

> а Dx 

+ D) 2 E) 3 

E 

E 

2 PROBLEMA 

Z Una de las bases de un trapecio mide 7u 
* y la circunferencia inscrita determina én 
x uno de los lados no paralelos segmentos 


* cuyas longitudes son 4 y 9u. Calcule el 
> área de la región trapecial. 





e 
° A) 168u* B) 204u* C) 176u* 

š D) 156u* E) 144u* 

e 

м PROBLEMA | VEN 

M En el gráfico, A y B son puntos de tan- 
š gencia. Si AP=a v HC=b. Halle el área 
* mínima de la región sombreada. 

M 

+ ab ab 

° A) ab B) 2 C) 4 

> 

< b/2 

+ D) aby2 E) E 

e 








РвовьємА ҮЙ 


Se tiene el trapecio rectángulo ABCD (rec- 
to en Á y B). M y N son puntos medios de 
AB y CD respectivamente, E es un pun- 
to de AD tal que m«BEN = 90°, AM- BC 
y m«MEB = m«BEC. Si (AE)(ED)-16, 
calcule el área de la región ABCD. 


A) 8 B) 16 C) 16/2 
D) 842 Е) 4J2 


En el gráfico, B y C son puntos de tan- 
gencia y (AB)(CD) = 16, halle el área de 
la región MBCN. 





A) 16 B) 8 C) 32 


D) 842 E) 84/2 


PromLema FEE ER 


En el gráfico, P y T son puntos de tan- 
gencia y DBCE es un paralelogramo. Si 
AT=6, halle el área de la región 
sombreada. 


124 


GEOM 





| 





Se tiene el paralelogramo ABCD en All 


se ubica el punto M, MC BD = (N), 4 
* las áreas de las regiones BCN y NCD sol 
A, y А». Halle el área de la región trian 
gular MAD en función de А, y A, 


A) A, +A; ¿ B) JA,A; С) 2/A A; 


2 2 
А;-Аү 


2 


PROBLEMA 771 180 


Еп el pentágono ABCDE se cumple que 


E) A; > Ат 
А, 


las regiones triangulares АВС, BCD, CDE, 
DEA y EAB son equivalentes, si AC y 
AD cortan a BE en M y N respectiva 
mente. Halle BM/NE. 


> 

— 

Y 
| 

О 
| 





VIA LRLLLLLLLLLLDLLLLLLDLIPTPCT- c 4 4.04. + + de A s 
O O 


















AREAS DE REGIONES 
CIRCULARES 


N N° 181 


lMico, AB = a, EF = b y DC = c, 
área del semicírculo. 


LEMA RECI 


gráfico, O es punto de tangencia. 
la diferencia de áreas de las regio- 
sombreadas. 





ÁREAS 
+ PROBLEMA N° 183 


E 
* En el aráfico, O es ortocentro del triángu- 


$ lo ABC, 3(AM)=2(BM) y R=5. Calcule 
* el área de la región sombreada. 





A) 371-4 B) 4/31-3 
C) 2731-3 р) 184.12 
36 
185 
E) i 8 


PROBLEMA ЕТУЩ 184 


* En el triángulo acutángulo ABC, con cen- 
> 


+ ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФОФФ 


tro еп B se traza el arco de circunferencia 


>> 


5 que contiene al circuncentro y ortocentro 
de dicho triángulo el cual corta a AB y 
BC en My N. Si AC = b, calcule el área 


del sector circular MBN. 


Л, 2 Л, 2 Л, 2 
has ^b — 
A) 35 В) ç C) 120 

N 2 T 2 
— b — b 
D) 16 E) 18 


PROBLEMA PEE CN 


En el gráfico, ABCD es un cuadrado, cal- 
cule la razón entre las áreas de las reaio- 
nes sombreadas. 


"OTT Q Ó Ó Q Ó Ó + + Ф Q 


125 





соно 


Ө 


А) "1805 


Ө 
В) 75709 
ө 
90° 





C) T 





0 
135° 
Ө 
143° 
РвовкмА ТЇЙ 186 


En el gráfico, A es punto de tangencia 
calcule la suma de áreas de las regiones 
sombreadas. 


D) х 








E) Л 


А) 2л 
в) 2л 
53 
C) 19" 


3 
D) Za 





5 58, 


En el gráfico, AB=4; BC=AE=2 у 
ED=10. Calcule 21. 





A) 4 
B) 2 
C) 3 
D) 9 


E) 6 
126 








: 


En un triángulo rectángulo А 
m«B = 90° у m«C-53?, se tiene la 
cunferencia inscrita de centro "O" tan 

a AB y BC en P v Q respectivamente 
traza la secante AST que contiene al í 
* tro. Si la diferencia entre el semiperln 
e del triángulo ABC y BC es 12, calcule 
* área de la región limitada por Іа circu 
* rencia y las cuerdas PQ y ST. 


+A) 2(1+4) В) 47-2) С) 6+2) 
20) 8(n+4) E) 4(n+2) 


ФФФФфФфФФФ Ф 6 


PROBLEMA Pa kë (>, 


Halle la razón entre las áreas de las | 


giones sombreadas, si ABCD es un cu 
drado. 


A) 





B 
C 
D) 1/2 
E 


— 
pá 


"y 


En la figura, T es punto de tangencia, 
TQ-QP BC=6 y mTP -120*, calcule vl 
* área de la región sombreada. 


sss 





"rrr Q 2 Q Q$ Ó$ 

















ÁREAS 








B) 9л C) 127 ° PROBLEMA EE CEN 


E) 181 ч En el gráfico © y © son ortogonales,A y 
| м В son puntos de tangencia. Halle: 
s *$,- A, +S,- A, 

Tico, mAP = 53° у mBQ = 37°. > 
‚ Calcule el área de la región * 
A(T y S son puntos de tangen- + 


de 4, de DO de 4, 4, de 





x A) 2(n- 1) B) n-2 C) 2(л-– 2) 


- 


* D)4(x-1 . E) 3(n-2) 





54% 





1N? 192 + PROBLEMA 


fico, O es centro del cuadrado s En „| gráfico, m&HPO = тро = 30° y la 
" EF = a, halle el área de la re- 


ombreada. 


„5 


* distancia de P a HB es 2и, calcule el área 
de la reaión sombreada. 


beses 





ФА х Br С) За р) Зя Еу 2 
ма 2 4 


mA + 

* $ Pnaonu A ЕСЕ 

ла? * En el gráfico, B, C, N y T son puntos de 
5 


E) tangencia. Si AC = 2(CT) = 243. Cal- 


^ 4 de 


cufia 


> > 
cule el área de la región sombreada. Ф PRosLEMA ТУД 


En la figura el área de la región somb 
es igual a la suma de las áreas de | 









°, de D» «le % 


+ giones no sembreadas. Calculo milli 





4 





A) 30* B) 60° C) 45 
Зл-у3 +2 $ р) 72° Е) 36° 


PROBLEMA P. kap Г: 


Se tiene una circunferencia de centro (gg 
radio R, AB es una cuerda, M está uN 
AB tal que m«OMA = 45°, la prolonge 
ción de MO corta a la circunferencia ий 
N. Si АВ = J2(MN). Halle el área del 
menor segmento circular AN. 


Q2 
EEEE 


En el gráfico, R- 243 , halle el área de la 
región sombreada. 


R? 
A) R?(n- 2) B) 647-2) 


Pres 





R* R* 
— w 9; =$ 
C 19 (21 343) D) 12 (1 | 


м 
i > 
< R? 2 
A) 843 «3n B) 443 + 3/3 2 El a ) 
> 
e 
C) 8143/3 D) 8-43 ds 
4 
E) 81-343 * En el gráfico PD — 6(PC), calcule la ra 


+ Zón entre las áreas de la región sombreada 
< y la región cuadrada ABCD. 








, 
-- AREAS 








< 
¿ suma de áreas Яе las regiones 
1 sombreadas. 

< 

e B C 

* 

E 


de «e 


de dy 4, o 







A D 


5 5 
В) qm" ©! 221" a à 
A) fanum, B) 15 098-1N 
16 
E) 4417 


R* Rš 
Me. C) rd D) r —8) 
TA N° 200 
| ^i | 
gráfico, se muestra la circunferen- 


2 
| E) Z 6n-11 
ita el cuadrado ABCD, halle la 1 


"rr llc: 


€ 9 9 Ф.Ф 
ыы ы ы ы ы ^ d ыы 





ÁREAS DE REGIONES 
TRIANGULARES 


PROBLEMA IO 


Si B О y T son puntos de tangencia, cal- 
cule X en función de А y B, 





Dado el triángulo rectángulo isósceles 


ABC (recto en C). Sea P en BC, M es el * 


punto medio de AB y sea L y N puntos 
del segmento AP tal que CN es perpen- 
dicular a AP y AL=CN, Si el área ABC 
es 4 veces el área de LMN. Calcule 
m«CAP . 


A) 15* B) 30* C) 45* 
D) 22,5* E) 18* 


-— - E 7 b t. Led - "s - Wa + 
= TM lE Д0 2e d 
= 28 А = A 5 Tec — bd n 
z i 2.46 — 
- > =) гете A a o 
- I hal wu uS 7 — ` 
T 
А " Í 
me А ^, T желм p "wu 


Е e 
2% = 


- т 
M^ 


-—, J f 
" ez» Edu | 
pe) w. NL ! » 6, ц >” Ti 
— - kama т hd ы == 


\ AA С duh. q. Ф 
Intensiv. | 


> En el triángulo ABC se trazan la media 

+ AM y las cevianas BD y CE concurrent 
z en Р si los inradios de los triángulos HE 
х у СОР son iguales. Calcule АВ/АС 


А) 1 В) 0.5 С) 2 


о 
< 


2 E) УЗ 


x 


El triángulo ABC tiene mxACB = 120) 
el lado AC mayor que el lado BC "A 
biendo que el área del triángulo equilàtet 
e 







de lado AB es 31 y el área del triángu 
quilátero de lado AC-BC es 19, hallas 
área de ABC. 


А) 3 B) 4 C) 6 
D) 443 E) 643 


Pe b ФФФФФФФФФФФФФФФФ9ФФФФФ4Ф 


x 


* En el triángulo ABC se traza la cevlan 
interior AD; se ubican M y N en las р 
M longaciones de CA y BA tal qué 
M MB// AD//NC. Si el área de la гед 
м triangular ABC es A. Calcule el área d 
: la región MDN. 






z A) А B) 2A C) ЗА 
% 3 
* D) 2^ E) 4A 





f I 


















tA NO 206 


Málico, se muestran las circunfe- 
ascritas en los triángulos AHB y 
| (AO)(AF)(PC)(CD) = k, calcule 
de la región sombreada. 


| 
, 
n 


C) 2Jk 


Y N° 207 


irlángulo ABC: г, r, y r, son las 
de los exradios. 
IO tnr. = 100, calcule el períme- 


Al triángulo. 


В) 1042 C) 20 


E) 25 
N № 208 


їй оп el cuadrilátero ANLC, además 





la región sombreada. 





dura se muestra la circunferencia ; 


, 


> 5 


Ф499 


е. «le 





В) 10 


С) 15 
Е) 18 


Se tieñe el triángulo ABC (АВ = ВС), Р 
es un punto de la región exterior relativa 
a BC, tal que mxABC=2(m«BPA) , 


m«PAC = 15° y AB = 8. Calcule el área 
de la región triangular APC. 


A) 8 B) 16 C) 24 


D) 804/6 +42) E) 16(8- J2) 


"———— ФФ Ó Ф 4 Ó Ó Ó Ó Q + Q 4 


PROBLEMA 


Halle el área de la región sombreada en 
función de h v 0. 


549999999 





IT son puntos de tangencia. Si la + 
37° y R(AM)= 25, calcule el 


ч | : 
© A) h°sen0 B) Һс c) Ptg 
М А 

+ D) h*cosO E) x 












PnoBLEMA FEES 


Indique la relación entre las áreas de las 
regiones sombreadas. 


Calcule S, - S, en función de a, b y fk 





A)S,- S, + S, B) 5, - SS 
Pon Жү. - Wie ar A) abseno B) abtg С) absenfll 


С) 55 =S + 52 D) 25, = 5, + 5, 
Е) 25, = 15,5, 


En el gráfico, 1 es incentro y E es uno de 


los excentros del triángulo ABC. Si AC=k, 
calcule el área de la región sombreada. 


D) seno E) 22 sen20 


: 


En el gráfico, el triángulo ABC g 
equilátero, demuestre que 9, 7 29, 








„Фе Фе ФФФФ ФФ4ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ5ФФФ9Ф909Ф9Ф990909994 





Ряовіема Т ЭЕ 


A) k* B) 2k? C) 0,5k? + En el gráfico, D, E y F son puntos de Ian 
š gencia y AB = 10. Calcule el área de lg 
D) 0,25k? E) 4k? * región sombreada. 
> 
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y N^ 216. 


"n - Calcule: om = 


В) 02 C)2k р) ка Е) кЗ 


N° 217 


Е BC-a y 


metro. E m« ABC . 


В) 60° C)45* D)90* Е) 53° 





в})20 C)30 D)24 E)48 


Wráfico, % y % son las circunfe- 
% exinscritas en los triángulos АВР 


| triángulo ABC, se cumple que 
AC=b, si 


та)(р- E рір-а) donde p es el < 


ÁREAS 


РвовімА ЭЙ 

d Se tiene el triángulo ABC, se ubica P y Q 
* n BC y Q en PC, SyMen AC tal 
+ queSe АМ. Si AM=MC, SP//MQ, 1 

š regiones ABPS v SPC son HO e CN 
: BC-a y QC-b. Calcule PC. 


> > * 6 


* A) Jab B) > 
C) ya? «b? D) Ya? +b*+ab 


E) va? +b*-ab 


i 


| Bt 


n el gráfico, EF y MN son flechas de 
AB y BC respectivamente. Si EF=1 , 
MN-7. Calcule el área de la región 
> Sombreada. 


994% 4 каабаны онр e > $ E @* 





A)26 B)52 C)40 р) 50 E)60 


PROBLEMA УГ 


Se tiene el pentágono ABCDE convexo, 
tal que AB-BC, CD=DE, m«ABC - 120? 
y m«CDE = 60°. Si BD=2, calcule el área 
. de la región pentagonal ABCDE. 


A) 443 B) 643 
* D) 243 E) 43 





ФФФФФ4ФФФФФФФФФФ9ФФФ 


osos, 


C) 4 


i444 i4 











— 





, 


ÁREAS DE REGIONES 
CUADRANGULARES 


PROBLEMA 77 Щ 


Se tiene el triángulo rectángulo АВС (rec- 
to en B), tal que AB=3 y BC=4, la cir- 
cunferencia exinscrita respecto a AB es 
tangente a CA y CB en P y Q respecti- 
vamente, mientras que la circunferencia 





exinscrita relativa a BC es tangente a AB 
en Mya AC en N PQoAB = (E) y 
BC MN = (F) . Calcule el área de la re- 
gión cuadrangular EACF 

A) 6 B)6/2 С) 12 

р) 8 Е) 842 


PROBLEMA ҮҮ 


Se tiene el paralelogramo ABCD se ubi- 
ca E en BC y F en AD, tal que 
EF // AB y EFNBD = (L). Si 
S naar 19V S nico" 21. Calcule el área 
de la región ABCD. 


A) 60 B) 50 C) 44 
D) 70 E) 80 
PROBLEMA 





En el gráfico, ABCD es un cuadrado y 


a-2(b)-4. Calcule el área de la región ` 


ABCD (E, E G, H, Ту J: puntos de tan- 
gencia) 


134 







“b paqaq 


A DD 
В) 16(3+ 242) 
D) 8(42 + 1) 


A) 8(34242) 


e e + 6 


$ C) 32(3+ 2/2) 
E) 16(/2 +1) 


Se tiene el triángulo CED inscrito un 
circunferencia de centro О | 


mediatrices de EC y ED cortan a ED y B 
en By A respectivamente, EM es dii 

tro, si mCD = 60* y AB=3. Calculs 

área de la región MBOA. 


+ A) 543 B) 643 


$ 9 
+ D) 943 E) ә УЗ 


Eee 


C) 443 


: 


* En el gráfico, ABCD y PQRS son сил! 
> dos. Demuestre que S + 5, = 5, + 8 
З š 


o4 





v «de «le 


nd D 





ÁREAS 














N° 226 


d jráfico, P y Q son puntos de tan- 
{ АО = a, calcule el área de la 


ombreada. 





A) 2cosp + 2 B) 2cosp «1 
C) 2cosp D) 2cosf - 1 
С) 2a? * E) cos28 


PROBLEMA EN 


En el gráfico, S,, S, y S, son las 
áreas de las regiones sombreadas. 
Si (AP)(QD) = (PB(CQ) , demuestre : 


gráfico, calcule la razón entre las 
de las regiones sombreadas. 


94 29,455. 





5 — a 
Y ` М "f. І » 
TET. - ` muy * 





NO 228 PROBLEMA 


gráfico, mMN = 28 y H es ortocentro Se tiene una región cuadrangular inscrita 


hHiángulo ABC, calcule la razón de 
M de las regiones AMNC y ABC. 


en una circunferencia, cuya área es А y 


semiperímetro p. Demuestre 4А < р“. 


"T——————— Ó Q Ф ФО Ó Ó Q Ó AA 


ProsLema COPY 


En el gráfico, M, N y L son puntos de 
tangencia. Indique la relación entre las 
áreas de las regiones sombreadas. 





A) S, = S, +S, В) 5 = 2(S, +S) 





C) S?- S,5, D) S? - S2. 52 
SS 
SA 
E) ^ S, +5, 


PnonLEMA EEN 


En el gráfico, M, N, L, Q y T son puntos 
de tangencia. Calcule el área de la región 
sombreada. 





AAA E Фф фф 











En el aráfico, PORS es un cuadrad 
lle la relación entre las áreas de las 
nes sombreadas indicadas. 





A) A+B4+C=D+E+M 
+ B) A+E+D=M+B+C 
з С) A+C+E=M+B+D 
4 D) A+M=2(B4+C+D+E) 


o 


+ E A+M=B+C4+D+E 


> 


< 


| 





e 


> Еп el gráfico, А, B, C y F son puntos dif 
+ tangencia. Si mAM=mCD, BF +=! y 
+ EC=7. Calcule el área de la rogióf 
¿ sombreada. 


4 


> 





A) 843 B) 1643 С) 2043 


D) 1443 E) 1243 


III T Ф964 






























{ М° 235 
со, E, Е у С son puntos de tan- 


] TUNE Calcule LS. 





AC en F y la prolongación de QI 


a AC en E. Halle “asa 


AABC 
B) 1/2 C) 42/2 
hia E) 43/4 
N° 237 


gráfico, A, B y C son las áreas de 
Teglones sombreadas. Demostrar que 


А.С. 





DO D DO DO 


e 


ÁREAS 





PROBLEMA 


En el aráfico, A, B, C y D son puntos de 


* tangencia. Si el cuadrilátero ABCD es 
+ circunscriptible, AB=12, CD=6 y BC=8. 
> Calcule el área de la región ABCD. 


: A) 24410 
н B) 12/10 
° C) 6410 
: D) 18410 
> E) 36/10 


Ww el triángulo rectángulo ABC, rec- - 


| ‚ la circunferencia inscrita de cen- > PromLema RTA 
I langente a AB y BC en Py Q : 
Ivamente. La prolongación de Pl м 
> AM=MN=NEB у los puntos Ру Q en CD 





En el cuadrilátero convexo ABCD, se ubi- 
ca los puntos M y N en AB tal que 


> tal que CP=PQ=0QD. Halle Samce 


LAMNPQ 
* A) 1/2 B) 1/3 C) 2/3 
+ D) 1/5 E) 1 


ы PROBLEMA FE? ТД 


. Se tiene el cuadrilátero ABCD, tal que 
" mxABC-90? , 


m«ACB -m«BDC  , 
m«DBC = m«ACD + m«ADC , AC=BD у 
CD=3. Calcule el área de la región cua- 
drangular ABCD. 

B) 248 


A) 243 C) 343 


7 7 
D) s ҮЗ E) q УЗ 





ÁREAS DE REGIONES 
CIRCULARES 


PROBLEMA 





En el gráfico, los círculos sombreados son 


* congruentes, Y es la circunferencia ins- 
crita у ЕЕ С, H, 1, J y K son puntos de 
tangencia. Si AC = 8 y r = 1, halle el 
área de uno de los círculos sombreados. 





An B) s C) 5 
D) ал E) л 
PROBLEMA 


Sobre los lados AB y BC del triángulo 







+ Y radio CB se traza el arco de cim 
* rencia que corta a AC en D. Cal 
p A Ф . - 

¿ área del círculo inscrito en el (їй 


+ mixtilíneo ABD, si BC =7+4J3 


e 


+ A) 9л B) 16л C) 12x D) 4m I 


PROBLEMA N° 244 | 


a En el gráfico A, B y C son puntos de | 
gencia. Si AQ-34243. 


„ .. 


e 





> > 





В) (2 + /3)x 
D) 4л(4/3 +1) 


A) 2n(2+ 3) 
+ C) 2(5 + 24/3)n 
, Е) 3J3n 


* PROBLEMA № 245 | 


ФФ фф ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ Фф фф 


ceros 


ABC se construyen exteriormente los cua- * 


drados ABPQ y BNMC, de centros O, y 
O, respectivamente. Calcule la razón de 
áreas de los círculos inscritos en los trián- 
gulos O BO, y АВМ. 


A) 1 B) 1/2 
D) 2/5 E) 1/4 


PROBLEMA EZ 3 


C) 1/3 


Se tiene el triángulo rectángulo ABC (rec- + 


to en В), m<BAC = 30°, con centro en C 
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> En el gráfico, P y Q son puntos de tan 
+ gencia, si (OB)*- (OD)-(AP)-(CQ)* = 8 
> Calcule el área de la región sombreada 





> А) 2л В) 4л С) 5л р) бл E) 8n 











A No 246 


fico, se muestra a Miguelito lan- 
ardos sobre la placa triangular 
а ABC. Si todos los dardos caen 
lón interior, calcule la probabili- 
“con los lados PA, PB y PC se 
triángulo no acutángulo. 


(2л-3/3) в) 33 (25-343) 


f D) ¿(1/3 -3) 


м -34/3) 









N° 247 


"gráfico, B y T son puntos de tan- 
91 mTP =60° y AC = 24/3 . Calcu- 
rea de la región sombreada. 


к= NJ3 


ÁREAS 


> 

+ PROBLEMA Ы 21: 

<> 

м Se tienen tres círculos % , €; у €; secan- 

: tes dos a dos y con un punto común y 

+ congruentes de radio r. Si: Agag) = 537; 
Аё) = 491 Аа) = 47n y 
Ав жул) = 8297 . Halle r. 
AIS- B19 C)23 D)29 E)31 
PROBLEMA 


Se tiene el hexágono regular ABCDEF ins- 
crito en una circunferencia de centro O y 
radio R, con centro en el vértice A se tra- 
zan los arcos BO y CLE respectivamente. 
Calcule el área de la región limitada por 
BC, CLE, EO y BO. 

l 52 
A) zn 


1 2 1 2 
B) nR С) nR 


D) aR? Е) 2л? 


PROBLEMA ТҮП 


Еп el gráfico, el triángulo ABC es equilá- 


tero, m«BAE = 45° y DE= 48 - 443 . Ha- 
lle el área de la región sombreada. 


S 5 5 5 2 5 ⁄ 5 5 Š 2 Ó Q Q Q Q j Q Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Q Q 


4 
A) 2 
Me 


"TT T: 





T 





PRosLEMA KN 


En el gráfico, D, E, Е G, Py T son puntos 


de tangencia. Halle S, 


A) k 
B) ук 
C) k? 


D) (a/b)? 





E) a/b 


PROBLEMA 


En un triángulo rectángulo, las áreas de 
los círculos exinscritos relativos a los 
catetos y el círculo inscrito son A,B y C 
respectivamente. Calcule el área del 
círculo exinscrito relativa a la hipotenusa. 


A 2 
A) P B) Мазув+0 
C) АВС D) (YA «JB – CY 


E) (JA JB + JT)? 





PROBLEMA 


En el gráfico, ABCD es un cuadrado de 
centro O. Calcule el área de la región 
sombreada. (AB = 4) 








A) 5(л- 2) В) 4(n-2) С) 









D) 3(n- 2) E) 10(n- 1) 


: 


¿Perreo 


м En el gráfico, GH//EC у DC ШЙ! 
Calcule el área de la región somlw 


+ A) 16n 
> 








: 


En el gráfico, E y C son puntos de 1 
gencia, si mxADC = m«OBC ; тоу | | 


y OE = 2. Halle el área de la гай 
sombreada. 


A) 9(n- 2) 
B) 8(n- 2) 


E 4 Ф 


C) 6(n - 2) 
D) 91-2 
E) 81-3 


PRoBLEMA EET 


+ Se tiene el triángulo equilátero ABC cuy 
- 





ФФ Ф Фф фф Ó 4 Q 


М lado mide “a”, Р varía enBC у О en АЙ, 
* sea АРг\СО = {S}, tal que m«ASQ = 60", 


^ 


e 





, 
H 
| 


ee mínima del círculo circuns- ° PROBLEMA CON 


Ángulo QSP Н ° 


* En el triángulo acutángulo ABC se trazan 
las alturas AQ y BP que se intersecan en 
H. Si m«ACB=0 y el circunradio del 
triángulo ABC es R. Calcule el área del 

















2 
B) D C) 4 


Q Ó Ó Ó Ó TIT 


E) ла“ | | | 
círculo circunscrito al triángulo PHQ. 
NO 257 A) nR'senO B) nzR'sen*0 
en los pentágonos regulares C) TR'cos*0 D) zR*(14 cos0) 


les ABCDE y AEFGH, se traza la 
rencia que pasa por F, D y C. 
Jn razón de los círculos inscritos 
Ángulo rectilíneo HAB y mixtilíneo 


E) nR*(1- sen0) 


PROBLEMA 


4999999909 


* Indique la relación entre las áreas de las 





1 1 2 regiones sombreadas. 
Bi = C) 179 
2 4. Sç 
> 
3-5 + 
E) t © 
2 2 
WA N° 258 м 
“gráfico, ABCD cuadrado y N, M, T, > 
КЕ G, K y J son puntos de tangen- ; 
halle la razón de áreas de dicho cír- + A) A+B = S, + S, + S, + S, 


B) A+B = S, + S, - S, - 5, 


C) A-B = 9, + S, - S; - S, 


de &» «+ e e de 





+ D) A-B = S, + S, - S, - 5, 
+ E) A-B = S, - S, + S, - S, 
e 

«te e 606 606 ee 
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5 ` — 
-— Г А = as E ALTRE 2 A 
e PC Li Z 
«2 > 


- 
w". ` r 
N - ч 
< Terr dm. amt s mm. 
La - "а >» LONE 
-= 
e = 
-— y». 
~ 
- У 
. e 
E 
"^ 
r “á, - BD 
d к — ` 
- "у 
- - 
" 





En el gráfico, los hexágonos mostrados son 
regulares. Calcule la razón de áreas de la 
región sombreada y la región ABCD. 


A) 1/3 
B) 1/4 
C) 1/8 
D) 1/6 
E) 2/9 


PROBLEMA ЕТУЩ 


En el gráfico, AM = MB y CN = ND indi- 
que el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones. 





A D 


l) Si Suasco =2(S san), entonces ABCD 
es un trapecio; 


Il) Si Sia = S445; entonces ABCD es un 
trapecio; 


IIl) Si Samen = Siennom | entonces ABCD es 
un trapecio. 
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E 
€ A) VFV B) VWV C) КЕР 

e 

М D) VVF E) FFV 

E 

Š PROBLEMA ТҮЙ 

ы ¿Cuántos puntos P di el plano del triá 

š lo ABC existen, tal cgue 

< 

ES 

$ A) 1 B) 2 C) 3 

e 

$ D) 4 E) inf initos 

e 

5 PROBLEMA 

š En el gráfico, se mu estra a Dianita la x 


* zando dardos a una. placa cuadrada 
+ todos los dardos lleg an a la región in 
$ rior, calcule la probabilidad que la di 
е tancia del punto dejaado por el dardo 

$ lado más próximo ѕе га menor o igual à 
н distancia a Іа diagon al. 


TTTT 2 $ 





eee bo eoe 4 





















gráfico, a+0=45* y 
|= 10,2. Si ABCD, AEFG y 
Cuadrados. Halle el área de la 
yreada. 





со, ABCD es un paralelogramo 
(PR) = k. Calcule la suma de áreas 
reglones sombreadas. 


B) 2k C) 4k 
E) k/4 


N* 267 


"M gráfico, Q, T y M son puntos de 
lencia. Si AB=5; BC=6 y AC=7. 


os ABT y ATC. 





' ; Р . è . л 
iule la razón de inradios de los trián- + 


e 


> 
- 


5 Ç Ó+ Q Q + Ó+ Ó Ó Ó Ó $ Ó ç @ 


TTC cr Ç Ó Q Q Q Фф Ó Q Q E 


^ ^ D D e 


 xñ-x-—-._ eee... 


C) 2 
D) 2/3 
E) 3/2 


PROBLEMA Bir 12:2 


En el triángulo rectángulo ABC (recto 
en B) se traza la mediana BM. Si 
12(AB) 2 5(BC), calcule la razón de 
inradios de los triángulos AMB y MBC. 


5 10 5 
A) 12 B) 13 C) 13 
25 16 
D) 38 E) 25 


PROBLEMA Т1 


En el aráfico, ABCD es un rectángulo, si 
EF=4 y FD=6, calcule el área de la re- 
gión sombreada. 








A D 
+ A) 20 B) 16 
* C) 12 D) 48 
* E) 24 








со Ане 
PRosLEMA ШҮ 


En el gráfico, ABCD es un paralelogramo, 
si PC-DT, BQ=a y QA=b. Calcule el 
área de la región sombreada (P Q y T 
son puntos de tangencia) 





A) ab B) (а + b)? 


(a +b)? 


2 D) (a+ b)Vab 


C) 


pj Ээа+ы 


PRonLEMA EET 


En el gráfico, E y M son puntos de tan- 
gencia. Si AB = k, halle el área de la 
región sombreada. 


А) nk? 
B) 2nk* 


Сте 








; 
: 


En el qráfico, calcule x. 





Q Q E Q + Q Q $ + $ $ + + + $ 4444 


+ А) 30° В) 45° С) 60° 
+ 
* р) 37° Е) 53° 


* Se tiene el cuadrante АОВ (О es centro), 
+ se ubica P en AB, Qen AO y Ten ОЙ 
N tal que ООРТ es rectángulo. Si AB corta 
d QP en E ya TP en E AE=a v FB =b 


^4 Halle el área de la región ЕРЕ 


> 


Б ар 
& A) ab B) 5 C) 2ab 
< 
e 
aby/2 
5 D) aby2 E) EE 
ES 
4 
Т PROBLEMA 
+ = - E 
* En los lados BC y AD de un 


+ paralelogramo ABCD se ubican los pun 
š tos Ру Q tal que el cuadrilátero PCDO) un 
+ un cuadrilátero inscriptible y circunscrip 
° tible a la vez. Calcule la razón de áreas 
+ de las regiones ABCD y PCDQ, sabie nda 


+ que AD=4(AB) у m«BAD = 60. 


+ A)3:1 B)5:3 С)а:1 
$D)7:5 — E) 48:2 
e 


+ 





>, 
CUZCANO 





















AR 275 


uráfico, E es excentro del triángulo 


Si AC=m y FQ=n, calcule BH. 
E 
F 
RUE. 
C Q 


el área de la región sombreada si 
Ny mTCP- mQPD-0 (A, B, Cy D 
intos de tangencia) 





А ¡EAS 


< 

> En el gráfico, B es punto de tangencia у 
+ BE = a, calcule el área de la región 
D — a 

+ sombreada, si AD/BC. 

> 

4 


de de de «e «e «e 





B) 2a* C) 4а? 


2 


a 
El 4 





En el arálico, se muestra un conjunto de 
semicircunferencias congruentes de radio 
r. Calcule el área de la región sombreada. 


> b ED RD Q Q RD AS 





* A) 5r^(8-- n) B) 2r (8 n) 
* 5r? 2 

Ф С) 9 Str D) 3r*^(8 +1) 
à 

{ Е) SE (8+ n) 


7 PROBLEMA 
* En la semicircunferencia de diámetro 


< AD, en cuya prolongación se ubica P. 


сне 








ЕОМЕТАА. 


luego se traza la secante PCB. Si 7 Promema ЕТУЩ 


mAB=90" y (ВС)(СР) = k, halle el área $ 


de la región triangular ACD. 


A) k B) k/2 C) 2k 
D) х Е) k/2 


Рвові мА ОТД 280 


Se tiene el triángulo equilátero EFG, L es 
un punto de la región interior. Si 
m«FEL = m«EGL y las áreas de las re- 
giones triangulares ELF y LFC son A y 
B respectivamente. Calcule el área de la 
región ELC. 


A) A4 B В) AB. r A 9) У2АВ 
D) 2/AB X E) GR 


Prost ТУЕ 


En el gráfico, los triángulos ABC y MBN 
son equiláteros. Si AC = 8, calcule el área 
de la región sombreada. 





A) 1643 B) 16 C) 64 


т 


D) 2443 
146 


E) 32 





ы Del gráfico, si АМ =/2 y MB = 2, caleu 
© lar el área de la región sombreada. 





Sr. b(n- 2) 
2M 
E 

*B Neun 
> 

* C) (e=) 
<> 

9 5(л-24/2) 
2 ar 

< 

° E) mL 
< 

> 

: PROBLEMA ЕЩ 


м En el triángulo rectángulo ABC, (recto en 
š В), se traza la circunferencia inscrita de 
м radio r, la cual es tangente a АВ en P y ñ 
+ BC еп О. E es excentro del triángulo АЙС 
š relativa a BC, calcule el área de la reqion 


* PQE. 
y? n 
A) r? B) C) 42 
D) pz E) 2r* 


Promuema FETTE 


. Dado el paralelogramo ABCD, АВ = 10 s 
* ubica T en BC tal que las regiones TCD y 
+ ABD están en la razón de 1 a 3, adem 
š el cuadrilátero ABTD es bicéntrico 


* Calcule el área de la región ABCD 


> 
* A) 3746 
4 





Ф 
e 
+ 
4 
e 
e 
E 
+ 
e 
P 
e 
> 
e 
Le 
e 


B) 3946 C) 4046 





E 3200 5 
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e un punto "P" exterior a una cir- 
Wrencia de centro “O”, se traza la 
unte PT y la secante PAB tal que la 
| del arco AB es “0”, en PO se 
vel punto “R” tal que la m«TRP = 90? 

| = 4, Calcule el área de la región 


ular ARB. 
B) 8cos0 C) 8tan0 


n0)/3 E) (8cos0)/3 


bx Ad 286 


x чш: Эң | АВСР es ип сиа- 
де lado “£”. Calcule el área de la 
sombreada (O; O,; O,; O, son cen- 
de las semicircunferencia) 


12 
/4 
/8 


/16 





"132 


AA N° 287 


mAB = mCD =90° 
Halle el área de la región 


wl! gráfico, 
pe 60" , 
ada. 


y 








A) L+ 3) B) 10243 -n 


C) 23 +п+4) D) 2243-343) 


E) 3143 


En el gráfico, halle el área de la región 
sombreada. 


AS 


cesos 





DO D DO D 





cufia 


PROBLEMA P> ii: 1: 








En el gráfico, calcule el área de la región 
sombreada. 





A) gi B) gx C) poe 
, 8 12 
D) R E) RS 





En una circunferencia de radio 1, se ubi- 
can los puntos A, B y C, (B en AC ) tal 
que mAB = 40° у mBC =100°. Calcule el 
área de la región limitada por AB, AC y 
ВС. 

5 7 5 
А) T B) 7а" С) 137 


д $ 5 
D) ст E) 2л 


PROBLEMA 





Se tiene un trapecio isósceles ABCD en 
el cual se traza la altura СН; si el área 
de la región triangular ACH es 12; calcu- 
le el área de la región trapecial. 


A)12 В) 24 C)18 D)20 Е) 15 


148 


+ QQ E 


x 





Según el gráfico, calcule la razón de Í 
áreas de las regiones triangulares AINE 
MLC, si: BL = LD. 





| 


+ Los lados de un rectángulo mid 


| м 10+senx y 16-senx, halle el área má 


+ ma de la región rectangular. 
+A) 160 B) 165 C) 187 
: D) 169 E) 178,25 


x 


T 


+ Se tiene el cuadrilátero convexo АНСЙ 
P es un punto interior tal que 
*AD=AR PB=BC, AB-6 у 

+ m«DAP = т<РВС = 90°, Calcule el Ай 
м de la región pentagonal APBCD 


> 


° A) 12 B) 36 C) 24 
s D) 9 E) 18 


^ PROBLEMA 


A En el gráfico, ABCD y DEFG son cuadik 
+ dos, My N son puntos medios de Н! 













ÁREAS 





» | 
ectivamente. Si GC = k, calcule + PROBLEMA ТУД 


| š > 
; la región sombreada. + Según la figura, el área de la región 


+ sombreada es na*. Calcule “BP”, si E, P 
2 у Q son puntos de tangencia. 


EELEE EE, 

















2 
B) Ez C) x? J2 


k? A) av6 B) а\/5 
sE) == | 
p 1 C) ауз . D) a 2 
EX 
13 № 296 E) a 


gráfico, T y M son puntos de tan- 
| Si AP=a y BQ=b, calcule el área 
región sombreada. 


"r7 


PROBLEMA 007 11-3 


e š ⁄ 
> Calcule el área de la región sombreada si 


Š PQ/AB, PQ = R y “T” es punto de tan- 
$ gencia. 





2 ab. 
A) E (1n-6) B) —(2n-3) 


2 2 
c) (32-48) р) E (5n-3) 


T7 EEEE, 






: AC=b. Calcule el área de la región 
* breada. 


AS 
En un triángulo ABC sobre los lados AB «+ 











y AC se ubican los puntos P y N respec- М 
4 
tivamente de modo que: РА NC к. e 
< 
Calcule el área de la región triangular + 
APN, si el área de la región triangular ABC d 
es “©. Ф 
E 
3Sk 2Sk бе. + 
Ame Bme O пке 
5k 4Sk : ; 
D) = P$, >>. eA a(a + b) B (a + b) 
(1+k) (1+k) eA) та D^ 
E 
5 
Рвовіғма ЕТТ] + m bla+b) a? +b 
т; О m RUD) S 
En el gráfico, @ es la circunferencia exins- ? | H 
crita del triángulo ABC, si AB+BC=a y : д? + p? 
^ 


© 9. 29. 9. ¿9 
ыы +t ©* >ы ы 








Geometria== 





ANUAL 
LEPRE UNI 
SEMESTRAL 


SEMESTRAL INTENSIVO 
REPASO | 


AREAS 


= DE REGIONES PLANAS Hu 








er 


o н 
SENS су 027 


š Жө =” уаз” A 
2 a^ - г 
; o ru mete E e 
^ pote „= ^+ Sz ¿PSS Jn 
ы E < „=. | ы» 
- ta Ы А 
< x 
t 
^". А 
= SR. Ene 
лт, * > z 
“Z zŠ 5575 A 
_ " ^ `“ z m 
e аш. Se aet 
- 
r — 
a A > z a à 
` — 
p - 


Tas — dt 27 


E — 224 E poa Ppa AS ===; 








Nos piden S src 


Como BR=6, ya tendríamos la base, Nos piden S. 
solo nos falta "la altura". 
Como se conoce DB (la base), nos 


falta "la altura" 


Al completar *ángulos", nos damos 
cuenta que: 


m«DRC = m«CRB = 70° Se traza CQ L DB. Por teorema de la 


bisectriz: 
. Por teorema de la bisectriz: CQ = CH 
CH = CD = 10 ACHE: Notable de 30° => HC = 
э 5а: = 52 > s. - GM 
2 
“> Sanc=30 — Spec = 20 


Clave /D] 


9999999990909 90900996969099099999999990990990090900000909090909090909909090900 








` 
, 


longación de QO, pues para otro 
punto distinto de P, por ejemplo P.. 
. Vemos que: P,S > PH 


e. 
> j V 0 


o + ; ; 
3 + Nos piden Sapp, tal que sea mínima. 

> 
> , ; 

10 М 5 . Como Pe @ , analicemos cuando la 

Jap С e Š altura es mínima. 

и o + + Notemos que P debe estar en la pro- 

> 
< 
4 
E 
* 








7 (10)(8) 
Ë, ANE = 
же 9 
S. = 40 


azamos PH L AD y se prolonga HP 


asta que corte a BC en M. 
AQMP: notable de 37° = PM = 3 
ego: PH-7 


> s, = 0007 = 35 





Piden S mcp 


Dato Saec = 8m* 
«Sea 5,мср = S 
Por razón de áreas: Saup =S Y Sac = 25 
= 25 = 8m’ 
S = 4m* 


e м 
Pr. 4 
LI Е 


Sila ; "h ' 
-— —_ G ы FX T Ven РА La 6 ai № 


Clave 2/8] 


à9094909009090999949099999900999090909000909090909090090900999 0090909 





| 
| Nos piden Siom 


. Notamos que m«IBO = 8° 
‚ Por teorema de la Poncelet: 6+8 = 10 + 2г => r=2 


. AIHB: ІВ = 24/2 


_ (24215) ongo 
2 I 
| 5/2 
e 6 S. om = 1 


. Por fórmula trigonométrica: 5, 
RESOLUCIÓN 





Clave 
Nos piden Simp 


Dato: mn = 20 y mTP = 53° 


Por teorema: m«MAP = mTP y AT = AP 


| Por t. de las cuerdas: ab = mn = 20 
| 

| b зо 

sb Sp = 5 sen53 e E 


+ Saw 78 





Clave ГА] 


154 





ÁREAS 










» Por fórmula trigonométrica: 


e 
e 
e 
+ 6)(4 
< 5 = (6X4) ) . sena 
e 2 
> 
> „Сото el área debe ser máxima enton- 
x éi # - * 
Q “+ Ces, “sena " es máximo, es decir: 
E 
° sena = 1 
^4 $9212 


Clave /A] 


lo inscrito: m«QOP = 60? 
=> m«OAP = 30° 
ДОР: AO = OP = a y AP =a/3 


ma de la tanqente: 





üb = 4 = 16 





3b Š 
даро = : 2 sen30 Nos piden: Sic 


2 Supo = 443 . Datos AB = NC; AB//MN y b/-10 


. Trazamos la altura AP del AABC 


Clave D| 


Tr -- P s 


> „ДАРВ = ACHN > AP = HC = b 


iden S 


máxima 








Laa 


0 1 1 AAA 


Resouución ЮРУ 


» Nos piden S „двс 





» En el ДАВС, se traza la mediana BM 
entonces: 


BM = МС = МА = 442 
‚ Se traza la altura BH del ZdABC. 
‚ En el ZIBHM notable de 45° 
= BH = 4 


_(842)(4) 
2 


S давс 





N 
Nos piden S А, 
» Por propiedad de polígonos, su ángu- 60°“; 
lo exterior mide 60°, entonces: ` 
6. 6 
AMBA, ACND, AFEL y AMNL RE 25 


son equiláteros. 
«ComoNL = 12 =» а= 3vb = 5 


. 5 = Sym 7(9; + S; +53) 


Е s= 122 9. 2673.453 | 
4 4 4 4 


k s= s 





156 





2CANO 





"y N* 13 
















ua TG/EL —TG = 5 y DN = NG 


N 5 
un => => MG = 5a y DN = NG = a 


© 


e 


буле =S — SATGM =5S = 5лммт = 6S 


N 
s= -10 : 
Saunr = 60 E 7 ЖЕ 06 5 
Clave 4D] 
Мо 14 
n Sa. 


ÑO Sus =10 y AM = MC 


mo las regiones triangulares BRM y 
К tienen igual base, entonces la razón 
Áreas es la razón de alturas. 


1 AAHC, por base media: 
AH = 2(MQ) 





tonces: S 2% 


ABR 2 


. Sen = 5 


Clave AB] 









O 
E 
O 
un 
Il 
ON 


„ Por propiedad (pág.18-19) S, ah 


. En ZTOK: 





| | Nos pide S, 
Dato 5, = 2 
‚ Sea ОР = а 


| « AODC: DC=2a;R=aV5 y PQ 22/5 


| . APTQ ~ ACTB 
2 
x = S, = 2а./5 
S. 2a t 
| А 
l S,=10 A 
| Piden Sicc 
| „Сото el AABC es equilátero, enton 
| su ortocentro K también es Багісепі 
| luego: 


СК = 2(KM), AM = MB y CN = NH 
‚ G es baricentro del ABMC , entonces 
G está en MN y MG - 2(GN) 


» Sea 5,4% 725, entonces: 





Sacck = 45, Sionc =3S у Sime = 9 


9$9999999999909090999969009909090909090999009909009909099909099090990990909999099009009 


Nos piden S, => S. aw = 95 -3'33 
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ÁREAS 

























d 


+ Nos piden Sim 


> [en 


. Se traza MP LHC 
= АВНА = ZICPM = МР = 4 


Ф 
> 
n 
- 
1 
© 
ds de de + 


Clave š 
Clave B] + 5 = A) 
4 2 
+ Sua = 8 
š Clave 
D 
4 
+ RESOLUCIÓN N°20 
+ Sea "p" el semiperímetro y "r" su inradio 


M del mismo triángulo. 

¿ Nos piden: r 

+ Dato: S = 3(2p) 

* Sabemos: 5 = р = рг = бр 

š "n г=6 

5 Clave /C] 
+ RESOLUCIÓN N°21 


I que ABNH es rectángulo, enton- * 


=a-r i 


_ a(a - r) " 


. LADO 2 


Clave /В) 





+ Nos piden Sh omo, 


‚ Como tenemos OB y AO, (diagonales 
del cuadrilátero) optemos por la fór- 
mula general. 


н . Como mBN = 27° y mAO =18° 
C ? 2 m«BON-27 y m<AO,O =185 


UZCAN 












Nos piden Sace _ 
O ABCDEF 





. Эгуолво, = eS sen45° 


1 


- Soano, 71242 


«Ubiquemos Р tal que АРЄЙ 
paralelogramo, entonces: 


APEF y PCDE son paralelogi 


» Por teorema: 


Clave /A] 


Saapc = Saagc = S, 


SAPE = Sanet = Эз 


S,zpc = S,zcp = S; 





Эмс. S +S, +S, 


Sae 25, +S, Sj 





Piden as 
Dato: (OM)(AC) = 24 
= a(8m) = 24 = am = 3 


Por fórmula general: 


| S . a[5m) 
/OHMC — MEE 
15 


Clave /D] 
RESOLUCIÓN E 


e Piden: Seco 
+ Dato: ab = 40 
* . Notemos que ABCD es un trapecio, риё ' 


AD// BC 


. ale DO 
















piden: 


ft de la base media: GD// BE // HF 
propiedad: P=Q y R=T 


D U ULU. 0 sa 


$ Nos piden S, - S, 


. Notemos: S, +S = а? 


. Еп ADPC: a? - b? = 6* 


"T G + Ó Ó+ + : Q dd d 


coros rr Ó Q Ó Ó J Ó Q Ó Ó Q Ó + Ó 9 Q E E * * 





Piden 2a» 
DPQRD 


Sea Sipp =S 
Por teorema: 


Suasco= 29 
5рровь = 25 


SABCD^ ров 


AP 
S ororp 





Nos piden la relación entre S,, S,, S, у S 


x 


| „Сото MD//NB y MA=AN, entonces 
| 
| = Somen = 5, +5, 


5 
AABD 2 


· ABCD es paralelogramo, entonces: 








5,0 = EA = 5, = S, +S, 


| = 5,+5,=5 +5, 
S, =S,+S,-S, 


Clave /C] 














Sea S, el área de la región ABCD 


ЗК 3 
= а. = –аЌ „Ж 
д. 2 £2 "n 


‚ ABCD ~ AHDP 


S 


> mt = aR -12 
. En (I: S, =302) 
2 
$,=18 
Clave Æi 
RESOLUCIÓN 





Nos piden ST 
Dato: Soascoer = 643 
2 
= a-2 


Como ABCDEF es regular, entonces 
СЕ = 2/3, AD=4 у ADICI 
. Luego MNLT es rectángulo. 


e AA 













piden SIN ABCD) 
(05, = 4 y MD = 2(MC) 


teorema de Tales: 

DE = 2(EO) y ND = 2(NA) 

JO por razón de áreas 

5,52 y 5,=3 = Smo"? 

propiedad de trapecio: 

Supoc) = Supoc) = S 
E Ру 

= 5 = 6 


^^ Siascp = 25 


media: 
AD - BC 
MN =— > MN=3 
2 
CE 
L=— -J3 
2 
Sour -34/3 
Clave ZB] 
ICIÓN B. kE) ! 
C 
` W ON A: 
56-4 м, 
ча сМ 
om M 
и: 
S3=3 7 E — T, 
NL» K i а: 
Шай A Hit S у | эү: 
v 5,=2„@ у] ЭЙ 
b N 2b 


Clave JE] е 


ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 


° Nos piden QM 
> Dato S = 32 


(POMN) 


M ‚ Como AABC ~ AQBM = QM 


Ad 








2(BH) 


Ç . Sea BH=a = QM=PN=a y 


e°, 


$ ОР=8 - a 
M . Del dato: 


> 2a(8 - a) = 32 
QM 


+ RESOLUCIÓN КОЕ 


=> 


II 
A 


a 





«Sea O BON = S, y SANGO = S; 


cU CANO 


Piden: Sp, uc 
Dato: a+b = 12 


» Notemos que los triángulos AIM y NIC 
son equiláteros, entonces: 


AN=MC=12 
« Por la fórmula general: 








Sonne = 2202 seno 





Saamnc = 3643 
Nos piden Sarco 


Clave ZE] 


« Notemos que ABCD es un ітар 
pues AD//BC. 


. АОНС notable de 53” = ОН =4 y 
HC=4 = HD-8 


° Como OM LBC = BC-8 
53° a 
» ДАРМ: notable de Т. AD = 20 


20+8 


= Shasco a 9 À 








Piden S, * Snaacp 7112 
Datos Sum = 2cm*; Sinco = 10ст y 


AD//BC 


> Фе ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ4ФФ5Ф4ФФФ44ФФ4ФФФФФФФФФ9ФФ4ФФ4ФФФФФ94Ф4Ф964 


= Sime = S, +5, 


D D D * 


. Como AD//BC = Saro = Sacon = S, + 2 


: Del dato: Sinop =S; +S, +2 
10 


S, +S, = 8cm* 





21-7 $ $ Q $ 5 


Clave ZA] * Piden SiciaRBS) + PurPCQD) 
164 





















_ (801343). „вое 
2 


P CaPMQ 


* Sosma = Э 


BC = Sua =5, У 


Cla 


Slacor) = 5, 


topledad del paralelogramo: 


RESOLUCIÓN ШЕЛ 
Soares) - 291 
S.gpcop) =2S; 


ps) + Эглрсор) = 2[S, + S;) 
6 





Piden Somport 

Datos: AB=7, BC=9 y AC=4 

. Como PQRT es paralelogramo: 
=> Soror = 2(Saror) 

. Al ser G baricentro => 
BQ-2(QA) y BR-2(RC) 


Sea Suca =25 = 5,8 =45 V 
lomo el AABC es equilátero, entonces Sare = 35 = Sac = 95 


М АС, m«CBM-30? y BM= 3/3 „ Por teorema de Herón: 


1.040 0.5 5.0... AAA 


›ї fórmula general: 









TUE 


S ac = J10(0 - 9(10 — 7)(10 — 4) 


9S - 645 





1 
: 


> 5= 245 = Sua =3 5 


Scopo = 3 УЗ 


* $Q 000 OQ... 1... AAA qe 


Nos piden = 


1 


. Por propiedad de puntos notables 








HB - 2(OP) 
‚ Por fórmula general en AABCH 
Š m {. za (1) 
Nós piden A; en función de As y As » Por fórmula básica en AAOC : 
8 Br (IU) 
„ Por propiedad: A, Vi raw zs ... (I) De (1) y (11): 


«Como PQ/BC = 5, =S шс 
haora 
A, 
‚ Al ser P un punto interior, entonces: 


Saaro f Элрвс = Зако 





= S+ Az + A, = maen ...(II) 





S+ A, + А, = А; + S 


A, = А, -А, 





Clave /C] 


166 












e, S + A =лЕ{ = 81л 
S, À = 1R; = 16n 
ту S, -S, = 65n 


Clave AB] 


+ 
os 
"> 


#h ^ 
0! Área de la corona circular. 









S= n(c^ - b^) 
JMA y ДОМА: 
c + 5° = К? 
b + 72 = К? 
е с +5 = 6 + 7? 
=æ c: —b* = 24 
S=24x 


Clave ZA] 





D 
+ RESOLUCIÓN EX 
+ 
* Nos piden la razón de áreas de las regio- 


nes sombreadas (analicemos por separa- 
do) А 





> ° +$ +$ b $ T 





AAFE: Equilátero 


190% W d 
! 360° 12 








Sea S, = S + M 
. Como FABE es rombo 


= Sap Orig = S 


60° 


=> SS. пв? = lag? B) 


T 1 + 2 + + t E 





3609 6 


. "Юе (о) у (В): 


(n КЕ 
II 
м 


ФФФФФФ ФФ + Q$ Фф 


Clave / В) 












« Piden el área de la región sombre 


„ Es fácil darnos cuenta, que el 
pedida, es una diferencia de Á 
de la región cuadrada y los dos 
micírculos, para ello; hallemos * 


« En МАЕ: 
(а+3)?=а?+ (6-а)? = а=7 


. Sea A, el área pedida: 





RESOLUCIÓN „№ 46 


«Sea QB=n y QP=m, entonces: 5,= тп 
„Еп РОО: mn=R? 


S, nR" 
S, mn 


— 
i 
¿Y 


c1 TTE ap 
„КЫЗЫЛ 
i re H me G ү ' 
C Puy E as Ne 2 
Merz rw E 
Z TGI кке, слу. 


Jas  —TT—— v 
> .30* A y, w 





=> 







. 
-* 
o” 
- 


-————— a а а 


Sea S el área de la región sombreada | 
rresponde a un segmento circular) 


. ALNO: ON=a y OL- aJ2 


№ 
e фф + + + + + + + + v 


. ZIMTO: OT-a/2 y OM=2a 
. ДОМА: notable de 30° = OA = 710 


* S=SO 108 7 S Anos 


i 5.120 m рг УЗ 


360° 4 





“ 2 + 2 4 Фф 4 2 4 $ 5 $ 











AL CUZCANO ÁREAS 
5-1,8" R3 Como В = 24/2 : 
$-2(4n-343) 
Clave 4D] 













piden S, + S, B 





lemos que las regiones sombreadas 
| sectores circulares. 


"A р Г 
S: = e wh 


Pi = 360° 





ES, = z mía! +b?) 


AAHB: a?+b?= (4/5)? 


lave 


LUCIÓN Ы {:. 


¡piden la suma de áreas de los sectores 
lares, sea S dicha suma: 





EL 2^ * aote n2 * O42" +... + са: n2* 


Ея 
| oo A + (t5 +G, +...+0,) 
do la observación (siguiente página) 
2 en todo polígono convexo se cum- 





Qt +0) +...+0, = 360° 









* Nos piden a/b 





c 
4. 
Ф Dato: 5,=5, 
. Como S, es el área del sector circula 
entonces: 
S, = Ө ap? 
360° 


+ 5, es el área de un trapecio circula 


LII: Q+ Q + Ó ФФ Q Q Q Q Q 





0 2 {2 
5, =—— ta” - b° 
E 70) 
+ = = ль? = a n(a* — b°) 
Le 0° 0° 
„> 
M a 
< 9 
Ф b v2 
Nos piden: 5+5,+5, z Clave ol 
. Como son ortogonales: 5 


RESOLUCIÓN N° 5 Ц 


m«ATB = m<AQB = 90° 
— ATBO: cuadrado 


D D D DO D DO D D DO D 


«0 S$2R 
O Las ant Á S apt 
360° 4 > 
- S+S, +S, = элн?  R' : 


o de e 


Clave ZE] ` 





Sea A. el área de la corona circula: 


«Se traza el segmento tangente СО) 


«Se sabe A, =лх*. 






















W, por teorema de la tangente 
x*=(CT)(CA) ... (I) 


“АВС: por teorema de relaciones 
ricas: 


6?=(CT)(CA) (Ш) 
|) v (lH): x-6 


so A.. = 36nu* 


'#ФФФФФФ4ФФФФФ9ФФФ4Ф% 


* 
e 


Clave_/D] 


66622 


Ф 
е. 





ЕДД: 


Piden 5, en función de 5 


» Notemos que 5. V S son las áreas de las 
coronas circulares. 


IIIITI 


‚ Por teorema: S, = xa? 


е < 


S, +S = л(2а) = 4ла? 


D D 


I 
е. 


= 5,+5= 45, 


Pess 


e 
o 
il 
euo 


e, 


> 


mos resolver mediante la suma por 
› y el teorema de Pitágoras, pero 
por el teorema sobre semejanza 


(página N?39) 
S,+S,=S, 


= 5, +5, = = ла? 


Clave ZA] 


“< 


>< 


D 


RESOLUCIÓN N? 54 | 


Piden S, en función de т. 


* Para su resolución se podría optar por 


++? 









TUE 





una diferencia, pero optemos por el ; Nos piden S, 
teorema sobre las lünulas de 


hipócrates, para ellos completemos. 





„Сото АС=34/2 > AB=3 


„беа AT=a, por teorema de la tangente. 


а? -42(242) = а=2 


‚ Сото a+r=3 = т=] 


> S, -nR' 
S 5. =s 


=- * - 
To... .qo.s 
= ... + 





. Las lúnulas son congruentes, enton- 


ces: 
S. +S, =S os 
25, 2 
ай 
.. ^ 2 


Cla 





Piden S, 


. Como JC es tangente a la circunfere 
cia y m«FJC 290? = el centro O р 


tenece а JF = FM-FN 


» Por teorema de la tangente. 


(4/3 =a(3a) = a=4 


о 





„Сото m«MJF => = m«FOM бї 





+ $ $  : l 22 P P + $ Q $ + Q + 4 4 Ф Q Ó Ó Ó Ó Ó AAA 





AFOM: R=5 > S. -q5? 
^ S,225n 


Clave /C] 


LUCIÓN 77; 










3, 
9. como AD es diámetro 

> mxATD - 90* 

UN, como T es punto de tangen- 


IV m«ATD = 90? — el centro de €; 
hen AT 

ago las regiones sombreadas son 
nejantes; entonces. 


S, (e) 


RESOLUCIÓN 





Nos piden: 4t2 
(MNLT) 


‚ Por teorema de las lünulas de 


Hipócrates: 
A +В = S Ak 
» Sea Sum =S 


> Smo = Эмот = S 


> 
> 
DO 
D 
<, 
D 
< 
D 
D 
D 
Ф 
> 
< 
< 
> 
> 
D 
D 
D 
D 
D 
D 
> 
o 
2 
> 
D 
> 
< 
< 


> A+B=2S Y Sur, = 35 


D D 


Clave ZD] 








Piden S, 
Nos piden el área de la región sombreada. 


Dato S,=3 y S,=4 







«e Sea S, el área de la región 


sombreada y A el área no . Como MN y JF son flechas, ento 


sombreada. 
AN=NB y BJ=JC, al completar los 
270° 27 iará las lánulas cuyas Á 
А =32+2 .32 |294 244 cos se apreciará las y 
S J 2 serán 2S, у 2S,. 
= 5, =п6? – А = 5, =25,+25, = 2(5, + $4) 
А s,= 1-9 > S, 714 


Clave ZA] 


AAA E A 





9$. Фф í, Фф. í 
„> 24 +,9 ho d е 




















” -— ct - - 
Ed - . —' eet ue p- ч B ei m 
- E ^ Pv r . 
NC T CN d S IA "E 
<è 
Е 
7. 


= ` E n 
7 A AR DAPR Za si 50 
E A IE in mri dun l { А 
ор = S ы ER AÀ x 
Y 
< : 
i ua 5, - су € 


< 
7| ы 
^ 
ә: em A cpm 5 Deme T xy 
> Е " - s ae T" -— ë p s ы, A ae: k. d ESTAS 
TEX a — IA 
Аз, Басс E > 
Ар 2: 

— "32 = - 







y — 3 
, 










s 















Aem A - 
E <. " 
x Te abi A ORT A SUE A A AS anam, 
= £ 






















> 12a-(5)9) = => 


^9 


. Luego: BH= Fi 


15 


PLE 


. 
** 


65 := == = S= 


$44 


. Finalmente: 


+ 
. o 


55 
SaocM + Samoa = 59 = 8 


Clave ZA] 


D DO D 


* 
e, 


D D 


ж, 
е. 


EN Э, нс 
HG = 2(60) у 
BG = 2(GM) 


> «+ «le «le «> «le 


* 
Бы 


Элсом = S y 


е 
hc d 


ж 
°* 


* 
Xd 


ES Sum 729 


* 


e^ < 


Sanga = 45 





* 
pd 


leorema de relaciones métricas: D 


BP- 12 
teorema de semejanza: 


(PB)(PM) - (AP)(PC) 


Ll D 


^ «e 


Piden demostrar: 


c 


"os 


<. А + дА» 
А,=Аг [yw A 


¿ Sabemos que D, A, E y C forman una 


> 4 






со Ана 





cuaterna: 








Nos piden S,+S, 


«como AB=6 y BC=8 =AC=10 y 


| 53° 
m«BAC = 53? en consecuencia: @ = 


. Por teorema de Poncelet: 


6+8=10+2r = r=2 


«En AAPl: AP=4 


> 5,+5 210, 


S, +S, = би? 





(2)(2) 
2 


Clave E] 





+ * ç + 


TAE ФФ Фф ФФ ОФФ Фо Фф Ф фф 4 060604 946 06 666b 


ооо 6 4 





s = (т+ 0(т+п)_ m 


» 


S= š 
s= 
S 














‚ Como 1, e l, son incentros de los M 
qulos AHB v BHC respectivame 
por teorema de puntos notables 

m«BMN = 45° = МВ = МЕХ 


5, ^" 9 Aac- S Aaen 


2 


2 2 


- = (m+n)+ m 


ResoLución Г 


Sea S el área de la región triangular А 
entonces: 


gi - abch;h;h, 
8 
abch,h,h, 
2 



















ÁREAS 





Ф RESOLUCIÓN N° 67, 





umos que AD=DE=CE=f = 2 Piden See 
BCE y ADE son isósceles =. 
* . Como G es baricentro, entonces BL es 
+ mediana y altura por ser АВ=ВС 
MESO: sE = 46 > Р E 


+ „Еп 4AGC: AL-LC-GL- Š =BG=b 
ISQE: de la observación + 2 


? 1 Э 
^a. S == 0 — ый 
s0= 2-3) ° т ға | 2 





m PQ = /J3 (2- J3) ° É 4 
+ Clave /B] 
Saro = (° T -43) A RESOLUCIÓN Eq 68 


2 
Saro = + (2/3 -3) 


йй 





Sea S el área de la región triangular ABC Z Piden r 


» Por relación de áreas: 


S. mp 
X nq 
2 _ bd 
Y ac 


» Por teorema de Menelao 
- En AANB:  bp(NC) = a(AM)n 
- En AMBC: са(№С) = d(AM)m 


са dm nq ac 


> 


- De (1), (I) y (II; 3-2 
X Y 

s = XZ 

Y 





... (I) 


... (Il) 


.. (III) 





Dato: (Papo)(Pres) (Preu) = 336 
Paro + Pres + Preu = 21 

» Sabemos, para el ARBS : x = ри 
« Para los As APQ y TCU: 

Y = Papo 

Z = Pricu 
=> хуг= 336 ^ x+v+z=21 
. Para el AABC: p=x+v+z 


рг = Jp(p - a)(p —b)(p — c) 


= pr-(p-a)(p- b)(p- c) 
V X 2 


p es el semiperímetro de AABC 
= 2112=336 





JN h p b RLELLLLLLLLLLLILIL ILLI ФФ офф офф фф фф фо о о 


DO e E 


o < 





dd d 


















NO ÁREAS 








den S sar. + Piden S дмс 
Ímb=32 y ma=8 + Datos: (Sue) (Saco) = 36 
беа : A 
P B o de . = — 
z 2 e S двмс 2 
p o 
10 O es ortocentro, entonces: + . En el ВМС: kiem 
(AH)(HC)=ab -— (1) + < Por fórmula básica: 
AAFC: h*- (AH)(HC)...(II) + am 
А + Эмвм TU mn _ ah! 
| e S .an 4 4 
los datos: m^ab =32x8 le 
h? eL 
+ Finalmente: 
= mh=16 š 
š ah Y 2 
sc t (абв) - (Sanc) 
“eS garc” 8 S nuc =6 


Clave Z/C] Clave Д9] 


Do D de 5 «de 


E 
' 





> dle slo de «le «Le «e «le 


Lan 
CUZCANG 


. 1041149 
2 








-15 = AT-15-11-4 


a 
д. 
O 
3 
11 


e p 


ANMC 




















| „ Рог relación de áreas. . Para el AABC , usemos el teom 
Menelao: 
| Sur = 01 x/(a) = у 4а) = х= 4у 
| » Por relación de áreas: 
Samen 5x5 Sea Sim 79 => Sam 749 y 
| | = 
' Saent = 6x6 Эммс хм 
| Snc 10х11 
|| ж : Samu -S 
| | _, Эммт + San +9 ]| 4-4 , 5х5 ¿6x6 Әлммс 95 
l m 9.10 9x11 10x11 ` 
| S 1 
| „ Por teorema de Herón: ed = 9 
|| АММС 


S ac = J(15)(5)(4)(6) = 3042 


. En (1): 
° Sanr + San + Sor = S> Sc 


°` Saver = двс — (Элдмт + Samen + Sacnr) 


Suec = 30/2 -£ 2 


80 
S moo 


Clave /A 





Nos piden S,,5, 
. Por teorema de la tangente: 
4*—(AM)B = AM=2 
=>MF=6 y MN=NF=3 


a k i A A E ERE p n O офф фф фф Ф Фф 








CUZCANO 
JONM: 
һЇ+3°=4° > h=47 






D Y © 


s _ (2047) 
AAOM 2 





* Sarom = V7 


Clave ZA] 


ФФФФФФФФФФ AAA 





ÁREAS 

















N? 75 
B 
bcír + r,) 
Nos piden probar: S, = "Ma va) 
M 
ÁN » Por relación de áreas: 
< š , 
A ME ut => Se (2 SA i) 
Sima M m |2, 
N C Š . Por teorema de Ptolomeo: 
len Sr + Ыё+т)=аё+сё = ‘ът ate AM) 
e 
Ис = A + + ABMI- АВНЕ: 
mo M, L v N son puntos medios, ° 
ntonces: Н n ms2/ > r*& 2(m+0) UD) 
A м r m r m 
Sama = * «De (П) y (Ш): 
fm el AMNL , E, F y G son puntos š + Late) Z £ br+ts) : 
dios entonces: E cS сар m AO (IV) 
1 e 
SAEFG = д Sam > e De (IV) y (1): 
BL uh Н _ bolr+x,) 
m we'16 : V Ala+c) 





Nos piden 5,,„. 


. Se trazaCM tal que AM-AB-7 = ЛАВС = ЛАМС = MC=15 
« AMCD: isósceles, con MC=CD=15 y MD=18 

. En AMCD „se traza la altura CH => MH=HD=9 = CH-12 
‚ Como AABC = ДАМС = Syene = Sumo 


_ (7)12) 


O ABC 2 ^ S,Anc = 42 ст? 


Clave E 





Nos piden S 
(3)45) sena 
2 


. Usemos: 5 = (1) 


. Por teorema de cosenos: 


/7 243 +45" -2//31(45)c050 





1 
= cos0= -—— 
2/15 
Como sen*0-cos/0-1 = sen0 = 59 
2415 


182 





$ 


s. У15. 
2 2415 
_ 459 
› S= 4 
Clave AB] 


orución ТЕТ 






len S en función de S, y S, 


S a 
E «ААВС S. b 


teorema de la bisectriz en AABC: 


> 
С) 
o 


š 
(o al 


ÜABD—ZjACE — > 


"dd 
№ 
Il 
PAS 
g |р 
x I 
wasa 
Рә 
II 
PTS 


} 
pin 
II 
m 
а 
араа 


№ 


Ф 
I 
Ф e 


N 


Q 
5 


RESOLUCIÓN B. kd: l" 








P S 
— n —— —4-— —— 2a — —3À 
Nos piden: S, - S, 
«Dato: Sg. = 120 


„Сото HC=2(AH)= Syg, 780 y 


. De la observación: 


S, «S = 280) - 60 


S, +5 = 7 (40) - 30 


seororrorrrrr rro 44 4ФФФФФФФФ4ФФ 4 ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 








LOL ID Ф 4 Фф 44 4 4 4 Q 4 
Un 
: 

[| 
NO 
Con 

II 

a 

ать" 
міч 
w 

— 
N 

|| 

2 


Clav 


Фф фф 





+ Sea p el semiperímetro de ABC 





T 


Nos piden S, 


* Datos: inradio : 2; AB4+BC=18 y AC «+ 


^9 


Piden Siec 


_ AB BC 4 AC 
MEX o rss 


. Por teorema del incentro: 12 


BI 15413. 
ID 14 
. Como С es baricentro = BG=2(GM) 





y Увс = PY 
y 


inradio 


= GI//MD — AGBI — AMBD 


S sc = 24 


‚ Por teorema: 


Clave А 


PEA 


Sacar -(2) “А 





Sunp AN 9 
š 
L5 ás = 45 у On = 95 < 
e 
» Por teorema de la bisectriz. >< 
< 
AD _ 15 e 
DC 13 > 
Ф 
к. Cree. M 
AD + ОС 15+13 + 
















LS 
u. 


О Í es іпсепіто = m<AIC=135° 


Siac = 2642 son135* 
ab 
Suc = 2 


лом EXE Y 
B 13 - 
=» *®=т "Tte" "TT 
GER AUS ЕНЕГЕ: 
Ç э УЛ?» qn 
1 M 10 
a s 
I >> 
> N 
f 
n 
i 
13 C 
piden S, 


| prolonga AN hasta M tal que 
M=10 


=> AANC = AMNB = BM-13 


| = двм 
w teorema de Herón: 


emiperímetro del AABM: 21 
= Sua = J21(1(12)(8) 


S sc = 12/14 


Clave /С] 





ÁREAS 





Dato: S nar = la Di b45)S вс 


o jw 


Nos piden: — 
U 


b b b 4 ФФ ФФ Ф Ф Ф ФФФ ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 





„Еп ДАРВ y ZCHB: 


gr = 105 -1) y py - MV5 - 1) 
4 4 


„ Por razón de áreas: 


LE Q Q Q 9 Q Q$ Q 


Sanar _ (BF)(BH) (V5 -1)° 





> 3 l [5 
"s — — ec 5 
Š OA: mn 16 8 8 
+ 3 ] 
. Del dato: a = > b== 
el dato: a 3 y 3 


"o o de «le de «le de de «le DO 
= 


f 
Ll 
€ 
m 






RESOLUCIÓN ba- 


Como el inradio es 1, entonces su lado * 


mide 243 . 
= Sac =(2\/3)° A = 343 
Clave /C] * 


+ Nos piden Suc 





s Dato: O ABOM =S 

e 

5 

> — ) AB 1 
> + Como BD es bisectriz = BC 4 
e 





* . Sea BM=MC=2n > AB=3n 


E x : | 
+ + Por relación de áreas en AABM 





Piden S5, roc ° х i : : E 
E | = — = = = S 
Datos: Sage = ku? M а Ж E d 
+ 
. Como G es baricentro у AC//PQ š S ABc = 99 
4 
= BP=2(AP) + Clave AM 
9 D | 
. APBQ-AABC = Sarea -[ £] A. ? RESOLUCIÓN N° 89 89 
4 B 
= Sapo 7 49 y Sawo = 55 М | x 
Сото S, =k => 5= 1 : MH 
. = =S = — . T 5E 1 
omo DAABC Q 4 | Sor f 
95 ya fT | Ln n eL 
х : ud | 
А 5 = Uk 5 m 
за. + FSE MA € 
Clave /E] « | 8 l 





















| Sunc 


E (443 -3)343 
MNT 2 


d a optar por el teorema de 
|, pero como el AABC es 
les, optemos por la altura 


+ AH-HC-4. 
B: BH - 2/21 


^ Sac = 2 (4-9) 





E. (824/21 
"AABC T 
2 
ón Psha L 
A D H 
H 
ON Nos piden Ser 
"esed ` 3 
^ Dato: S ABCO = S 


MITA :.соњо AE-DG- AEGD y EBCG son 
ad paralelogramos. 


ES + «Sea S,=S,zç Y S2=SarcH 
t 30° P 
+ «Por teorema: 
: PAM S 
piden 5,.с Ф S = BERG |, ‚5, = 2ӘАЕ0Ю 
: 2 2 
u prolonga CF y se traza BH 1 CF 


Soeuca + JOAEGD _ ScABCD 


] " S Fi. 
en FC) ета 2 2 
F- notable de 30° y 60° М 
ВНЕ: notable de y ° q s, *$,-$ 


=> BH=3/3 y HF=3 


4 = " Clave /A] 
ÉBHC. HC-443 => FC=443-3 4 











Nos piden Sano 


Datos: Ў ryuacu 7 92 Y S aD. = S, 


‚Сото MN es base media, entonces 


BQ-QT, BE=ED y MQ-EN. 


» Como consecuencia de lo anterior: 


SAMBO = Same = А 


= S amor n S necne =ЗА 
. S =4A+3S ek oh 
9» == ДА + S ; мг E 
ABQD 
Sisan = S, - S; 





ФФФФФФФФ4ФФФФФ4ФФФФ95%4 


609660666464 


DO „> 


DO D DO = «le D D 


> 


D D DO DO D 


ess 


* Q Ó+ Ó Ó + Ó Ó s 


Nos piden S, 


. En ORSKN : Sorn = 25, 


b 


— ,,— PS 
B RS MN —  — 
Como // => PN a 


= PS=br ^ SN-(a-b)r 


„ Por razón de áreas: 


S a-b [a-b 
А ^ 5, =| b JA 
-b 
Sons = Сү А 


Clave A 


ResoLución KYY 





Nos piden S, 
Dato: S,=17u? 


* Como BPH y QHND son paraleloara 
mos, entonces: ML=LP y QT-TN 


e Luego: d sin = O'AOPB = А 


S AOQH е O AONH = C 
‚ Finalmente: 


S, +А+С +28 = S, +А+С + 2B 












Clave 
N? 95 
E 
E M 
EUM кА 
A AN C 
. . - * VS 0.0 010 , * c — 
7 1 УЕ „764, ho Ў 
ncmo HEN SLE 
БЕ DL NALE TN 
b D 
x en función de a y b. 
EQ — ABEC 
2 S 2 2 
x*-a 
M a 


MED ~ АВЕС 


} 2 2 2 
am =s Ss P (Ш) 
а а 


(I) y (11): 








Piden S & bac 


Dato: S, 716 
* Sea Sp upgc > Sarai + 9 мис 7 91 t S; 


- Como PC//BD = Sapa 7 S,ap =S; 
. Debido a que AM=MD 
= Spa = Sampo = S, t S; 


= 2(5,+5,) =16 = S +S, = 8 


es S ampsc= 8 


Clave /C] 


. Фф Ф #4 Ó + $ $ + b + Ç 4 P e e e e e e e 


* 
* 


* 


20-a 





° $ $ e e e eee? Ф Ф 








5; 
ZCAN 


Nos piden Sp amcn 2 RESOLUCIÓN 
E 
> 

° Suamen = 20а + 
E 

‚ AAHN— 4ADM š 

S 20-a _Va-16 |. _ M 

20 4 J ы 
| e 
Saamen = 100 š 

> 


Clave ZA] 





RESOLUCIÓN N° 98 98 


Nos piden S en función de a, b, r, yr, 


«Sea p el semiperímetro del AABC 


. Entonces: 


5-n(p-b) = Je p-b EN 


T T T $ b & $ A 











D, 
5-rí(íp-a) = Y р-а JM) 
r, 
н i. 
„ -—De(l)y(I); -=a-b 

Nos piden rk e D T, 
» Como ABCDEF es un hexágono re- š 
qular, entonces AD=2R, DE=R, * 
+ 
AD 1 СЕ v m<ADE = m<EDG = 60? š 
E 
‚ AADG: isósceles : 
et 
° Зүєкрс) = P деко+5 ae + 
- p EJELLE ° 
2 12) 12 2 = 
s ,BR'J/S š 
(EKDG) 7 8 D 
e 
Clave /C] > 
































MAL CUZCANO ÁREAS 
S,: área de ABC > (25)(12) 
S,: área de ADC Š E Pasco) = ФЭлвос = EC oe 
piden S, Н . Saco, = 600 


)mo B+ 0 = 180? E S, _ ab < Clave_/D] 
t S a RESOLUCIÓN N° 102 


ro 

e 
а. 

o + 


AA Т 
S, +S, ab+cd 





= 


Ото S, +5, = Jabcd 


_ ab/abcd 


` ab+cd 


Q Q Ó Ó Ó ФФ Ó Q Q Ó Q Q Q Ó 


Clave_/B] 


de de de 


во JCION N? 101 





e «ZAEF ~ АЈС 


= x^*-ab = 4VW-ab:x* 
w 
Gz 


_ Х 
x b 


M Clave 
05 piden S (ABCD) M Clave 20 
Мо AC+BD=70 + ResoLución ЕТЩ 


Сото “O” es centro, entonces: a+b=35 7 





" B 
En ABOC: ab=12c > 0 
ste C 
ambién: az+b2=c2 fa 
= (a b)*-c*--2ab н 13 
D 10 


35?—c* -24c 
ts, 


25(25+24)=с(с+24) =c=25 1 ^ 17 D 


CUZCANO 


Nos piden $. < Dato S,=10 










A Del gráfico: 


E D eS +5... 00 
1 
Е 1920) = 100 0) == Xe 
5, +5 = бос 
А S AABD A seng HI) 
„Еп AABD : 


(1045) = 13? +17? — 2(13)(17)cos0 


e LLL k k h qp qp 2 $ фф 


21 
Ө = – —=—— 
= COS 13107) 
. Сото 
sen0+cos*0=1 = seno = 20 _ t 
13)17) 5 
> 
„Еп (Ш): Sua =110 SV). i2 
E 
. De (IV), (Ш) y (I): pM 
Sasco) = 210 $ 
Clave /B š Nos piden S, 
+ 
š . Se traza PN//CD (N en AD) 
х . Por teorema del cálculo de la media 
+ na: 
> 
<. х? 
+ 9? +13° = 2x? to => x=10 


» Por teorema de Herón: 
Saapp = N16(3)(7)(6) 


APD == 124/14 





Nos piden 5, 


Ф#ФФФФФФФФФФФФ 




















JAL CUZCANO 
S/ABCD) = 2(S pp) 


A Sasco = 24/14 


Clave E] 


el área máxima de la región 
reada. 


П teorema del cálculo de la altura: 


| БЕД —8)(10—7)(10-5) = 443 


= PQ=5k y BH - 4J3k 
| S el área de la región sombreada. 


S = 5k 44 3(1 - k) = 2043(k - k?) 


$-2/3]1-(&-1] | 


6909090990009 060909090999990999099090990999999909090909909909099990990900090900009909 





ÁREAS 


„Сото S es máximo => k-=0 


S=543 


Clave 4D] 


Kars: 
s - - 
i 





1. 
+ 4 
TSF 
з 5 - 
, г 
I "AE 
I 
| PT 
= eb —_ 
~ r- 
n ' 
à= w. x... j 


d 
LE 

Г 
pe 
Ы. 
"т 
15 
е ` 


Datos S = 60 y албє 2 
Nos piden el perímetro máximo. 


. Como ab=60, sin pérdida de gene- 
ralidad: a>b 


« Como a y b son enteros analicemos 
los divisores; así: 





a [60130 |20 |15 |12 [10 
bi |2 [3 |4 |S fo | 


+ Notemos que el perímetro máximo es 
para: a=60 y b=1 





- Perímetro máximo: 122u 


s: 193 





UZCAN 
RESOLUCIÓN ESTI 


Nos piden S 


(MNLJ) 


. 4 МОЈ = AMRN = ММ= МЈ, es decir 
MNLJ es un rombo. 


. Se traza DH LMN = 4BHD notable 
de 8? 


‚ Si hacemos algo parecido desde "C", 
al trazar la perpendicular habrán. dos 
posibilidades, si el pie esta en 


AM = MNLJ es cuadrado, si dicho 
pie está en AJ — AAJD: isósceles 


„Еп AAJD y ADCL : 





25 25 175 
259 bat bi 
aie o acier v "Эт 
175) 1225 
s _ =7/ 4/9 |1429 
> Эмм) td 24 
RESOLUCIÓN 
Piden a, 


Dato: À.— A,+ A, 


. Como los tres polígonos tienen igual 
cantidad de lados, entonces son se- 
mejantes. 


. Por teorema: 


Аз __А ,4 

(а) (aj) (a) 

Аз А-А, 
= "(a jay 


. а, = Ја? + a; 





Clave Д] 





Clave /1] 










CUZCANO ÁREAS 








JOLUCIÓN #>ы#+ . Como ABCD es trapecio у ABX CD 


(pues m«ABC = 90°v m«BCD = 135? ) 


= AD // BC 





Clave_4B] 


© 











Saeco) 
lo: a? + b? + с? + d*-100 
lotemos: а=с y b=d 

A BB'O = AOC'C s OB'-c 

| = (ОВ)? = b? + c? 
del dato: b? + c? = 50 


RESOLUCIÓN N° 12 | 


l. Es verdadero 


Estamos considerando porsupuesto un 
cuadrilátero plano, va fue demostra- 
do en la páqina N°29. 


П. Es verdadero 
Veamos el gráfico: 


= OB-5J/2 = /-10 
=100 


= = е UN 
" * . 
Pu e m ea a 


pa PR s é 


De donde: S, =S, 
HI. Es Verdadero 


i Busco 


















Clave ZE] 


EEE e" 





D DO DO D D > D D DD de de «le 


Н) 








. Se traza PD//NM = PD=kY/3 


. ADPQ: PQ = k, DQ = 2k y PH = Ë | 


S _ (+ +2k) k/3 
S rise (0+0 ENS 





Nos piden: Sami 


Dato: S,4gc =18 





?#?Ф#Ф#Ф#54#ФФ9#Ф#Ф#Ф9ФФФ#ФФ#45Ф9ФФФФ9Ф45Ф54#Ф9#ФФ4#Ф#ФФ9Ф4#ФФФ9ФФФ#Ф9ФФ9ФФ9#ФФ9ФФ9Ф5Ф9#Ф9Ф49#ФФ9ФФ9Ф99%Ф4 


, S naen” S, + S, 
—„— 
S AABM 
MÀ 
S ABC. 
2 
S Ganan 9 
Clave_/D] 
Piden S 
RESOLUCIÓN itis 
z Asco) 2 
» Se traza exteriormente el ABLC tal ui 


m«CBL = т«АВМ y BL=4 





= AABM-ACBL = LC-24? 
„Еп AMLC : Por teorema de cosenos 


143? 
2 


"ts ¡A š e) e 
Fa an + . glisse c үг) 


a = 180° – 


ФфФФФФфФФФФ ФФ Ф 

















n ABLC : 


=»a=10 


P 2 


br demostrar: 


OB L FD, OA 1 EF y OC L ED 


(EF)R 
2 


-R[ 


=> mxBLC - 135? 


_ EF+FD+DE 


Saage = PR 


+ 


(2а)? = 4? + (2/2)? — 204)(24/2)соѕ135° 


Cla 


Por teorema de puntos notables: 


Saec = Saroe; + Э(оЕВО) + Sicpog) 
A — —2—— o —- 


(ГОК , (ED)R 


2 2 


EF + FD + ED 
2 


` 


| 


+ 
* 


we 9T O90 0996990996099 0690990900909909990990990990990909090990909099900900904 


* 


copos 











Nos piden S acgo, 


« Se trazaOG LOB y OF 1 СА 


* Como AACBO es inscriptible, en- 
tonces: ÆAOGB = AAFO 


* Luego SiAcgo) = Э(ссор) 


. Pero CGOF es un cuadrado cuya dia- 
gonal mide L, entonces: 


12 


Sco) = Siccor = 2 


Clav 








PN 
CUZCANO + E 


Piden S к 





чачы -[ = : i = 2r(a + b) 
. En ÆAOB, por relaciones métricas: 
г2 =аЬ = r- Jab 


S Anco, = 2v ab (a + b) 


Clave 
RESOLUCIÓN ESTOY 
b M 
A 
Piden Sarco 
‚ Ya fue demostrado (ver pág. N?29 y 30) 
^s S rasco = ab 


Clave /A] 


> 


e e b b $ b b Q Q b b a 9999 $ 


ФФФФФФФ 


ФФФФФФФФФ 


e 
«> 
< 
e 
e 
e 
E 
E 
> 
+ 
<> 
et 
e 








Piden D e ABCD 
«Se traza CE//BA = AE-BC-4 


. Desde E se traza EH 1 AD — 


m<AHE = m«EHD = 60° 


. Г\АСНЕ: inscriptible, entonces: 


m« ACD = 90° 


. Сото m«CAD = 60° = AABC es equi 


látero, entonces su altura mide 243 


844 
9 nasco” 254 243 


S asco” 12/3 


Puede ocurrir: H -C, el gráfico, que 
dará así: 


Clave /1 | 
















... (I) 


$ АИ) 


de (1) y (11): 


2 2 2 
Lo EE) 
S Ë ^ 


g? 
иба 
4 
Cla 
JL IO. N° 122 


ч 
= 


> Nos piden S 


a IS, GON SA 
5-36" М ...(I) 





LA 


«Como 4 — €; = 


A 


„Ое (1) y (Il): 





Nos piden S, - S, 
S,+S= 1/2) = д .. (1) 
S; + 5 =S asco, — Sp, 


S, +S = (2/2). - 142/27 =8- 2n ...(11) 


* 
` 


. De (1) y (1): 
S,-S,=3x-8 


PALA AA RIRs 











Nos piden S, 
Dato: S, = 36cm* 
: 5,+5= na (1) 
45? eR AC 
Е = (2а)? = 2 „(Il 
S, +S Z= п(2а) эла (11) 
De (1) y (ID: 5,+5 = 5,+5 
= 5,=5 









м Sea A,A,A,....A. el polígono regular 


x Nos piden el área de la corona circul 
? (Ac). 
. Por teorema (pág. N°38) 





Sea S el área de la región sombreada 


«Como BD es bisectriz exterior, enton: 


ces ADAC es isósceles, luego DM es mi 
diana y altura y está contenido en |A 


mediatriz = Oc DM 


S= Snpoct 9 Домс 


_ 135° 52 , 1( RV2 B. 
э = 360 7^ + 2 | 2 





S= R ns 2) 


Clave A] 


Dodda e + Q Q + Ó+ Q Ó LLL IX E LE ILL LL Ó Ó Q Q Q Ó + Q G Q Ic Ó фф + Фф Фф Фф pm 

























TORIAL CUZCANO 


SOLUCION N? 127 





s piden el área de la región sombreada: S. 


^ D B C 


150° 2 R* 5 2 R* 
150° = — R — Së 
Exp “> sen EA. uw 


Кк — 30° 2 “R: „1 э? R* 
l гутны > 520130" 12 (1) 


De (1) y (Il): 
1 


S = лв? 
З 


Clave 


sO JCION N° 128 








> Q Q + + Q Q$ é Q Q 


„ФФФФФФФФФФФФФФФФФ 


Posee 


+ 


. 
e 


* 
te 


я, 
е. 


«e 


* 
°° 


o9 


+ 
eu 


o4 


. * 
bo d e? 


* 
^d 


* 
* e? 


> 


> 
°, 


2 
° 


ÁREAS 
* Nos piden S 


“5 = S долсв) ^ S Saos 


l/o RYE. УЗ 
S, лолсв)^ ZU F AE 3 «Un 
1 2 
* 944087 ge 


s = (9/3 -4n)R° 
24 


Clave 


RESOLUCIÓN N° 129 | 


Por teorema: 


n(2* 
А дона 3 E | 
circular 





II 
а 


ResoLución ESSE ET 





ZCAN 




















Nos piden S үл 
: S, = 1.823 в2,/3 
uska ue rusqa”. M 2 
ABFA Ф. m Sula. 
Como 6A» E. => Sua = 212 š R? 
CA "т-а Ф 25 = (3/3 - n) 
> 
SET E QR M 
n Sz L^ -—L 4 
360° 12 м 
> 
12 M 
=E (3n.2 
54 77:9 š 
Clave JA $ A 
$ — 


EEEE. 


` 
A > P 
‚ 
' í. е 
ьт > "" e , 
"ur Р 
, ` 
° 4 
4 
4 
. 
. 
ʻ 
Ç £f 
| | 
| $ ° 
, . 
' „* 


Nos piden 5, + 5, + 5, 


C 





¿ee 





. de «e 


Nos piden la suma de áreas de las regio- .. Hall lš , 
k " 5 rea por 
nes sombreadas: 2S D allemos е por separadi 


. Hallemos primero: S + S, к ue 45° 
MR 
360° 





(242)? -SAs =п-2 AM 
2 


DO D D D x D 


S+S, = lag? gi 
3 d 
. > la 
Hallemos ahora: S, SS = Sá ar qa | 


Ме: ч» 2 /З 
S, = z ВУЗ) (R3) 4 9, = S, AA0M) 2; 9 лова p S Aron 


D DO D D DO D * D DO 
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_ 45° PE : => AB//OC 

360° 2 360° » Por teorema: 

лг? 3 

Ке” ...(Ш) San: =S ^or? N 
nando (1), (II) y (III) РАС 

3 : . M +N =SN ios" ¿E 

€. Ew. oi. .J.9 
Ë +5, 2 2+ 2 RT ... (IV) Cla 


ResoLución БЕРИ 


r+r/2=2 =» r-2(2 - 1) 





= r° =4(3- 242) 
vemplazando en (IV): 





ÓK.<................. 


IB +5, =(4+5n/2 - 6n 4 /Z)u* 


Clave 6] 


9?$999999909999909990909990999099099999002 


+- 
"T. 2c 
-= 


to... 4 
Ше 5 à * о < е 


"^ = ?" ^" «а 
U^. m KI € A 67.0 
" " ^ ^" " G 
"uM ые. 


Nos piden S 
‚ ДАВС: Equilátero con АВ = L 


CC? c y? Pu aea 


мА”, 
LA у „о 
AAA Y 


ЕА AN - CH - BM = 543 


» Al trazar los arcos de centros A, B y 
C de radios к= 2143 cada dos аг- 
cos concurren con la altura. 

- Como OG=0E=0F= AEB, 


2 L 
2113 - L.5 


mAB = 90° y m«BC =45° = 


m«BOC = m«ABO = 45° 


PREPARADAS 






CUZCANQ 


L 
oG= L 43 
= 15 УЗ 








= S > w 


СъАВ OAc 


S 95 


a Nos piden el área del círculo de ra- pe 
dio OG » Análogamente para la parte Iñ 


» Luego: 5, =6S у 5, =125 





=S 9545) 


Ф 
I 
Ë: 


Cla 


................ Е н н == = + е н оет т тот тй .- - 





. Sea S, el área de la parte sombreada 7? Nos piden: 2(A +5) 


‚ 5, el área de la parte no sombreada : 


2(A+ 2В+5)= а| 2 |= > 
S 2 2 
‚ Nos piden q 


y 2 
a 
ES , = А +5 = — – 2В 
. Como los semicírculos son semejan- 4 


tes ‚ Como 


oN = 8/2 y OH= 


Soap _ sac _ XD 2 


(ABA (АС (AD ` 


tN |o 





Ф + b + k Q Q Q b k k b k k b k Ф ФО Ф bib hh 4 k b hb k bb hb h b hb q h q Q hO hb b b k b b b b k $ k $p Ob bp Фф $ 9 















A+S Б - 242) 


2(A+S) = "ë - 2.2) 


iden el área de la región sombreada 


Memos que los A, EOF y MON son 
juiláteros. 


lor traslado de áreas, tenemos: 





ni? 


1_(£Y 
A+B=Sp=2 nf £ 
7а an) = 16 


2(А +В) = — 





Nos piden 5, 


‚ Hallemos S, por diferencia: 


S, = O(ABCDEF) -65 


N =61258 |3123 





о - | 
360° 12) 12 


= SU J3 - 6 лі? | 


S. e 


Hee e e e e e фф Фф 








Nos piden el área de la corona circular 


(A Piden S 


cc) 


its 


* Por teorema de la tangente: - Conocemos que S = > л 
4 


62=3(PB PB=12 
VH) 3 . ДОМА ~ ACNO 


= АВ=9 с" 
а г 
« Luego: Ac; = n BÉ 
4 = г? = аһ 
. - 81 2 Sal b 
Acc 27 4? 
Clave Clave A] 


a Ф Q b h hb b b k de e Ф154 Ф4Ф Ф415 e e e 4455459 e T: D 


SS „©. ¿Da „Ф 
bó d ы b d ^d ^d 
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i. 
P el 

= panno 

= 

x v 

2 T: 

E 


Жы == 







JCIÓN 8.6275! 

















і el área de la región MNLB: S 
| gráfico: 


= (Zh cenas: + Ө) 


pe Ыаҹ/2) 


— — — sen(45? + Ө) 


Sicc = S ABD 
S +S+S,=S,+S+S, 


(etm re 


“Problemas Resueltos - 


piden la relación entre 9» 5, S, y S, 


« APDC: notable 





AIDA 





Inasa. ..... ... «X 
Г ALLIS ....... 
........ 


....... 
LALA...” 
rr AP tttm 


S,+S,=S,+S, 
Clave /A] 


Nos piden x 
· Notemos que: APDC- AEAP 


2-0) 
=> — =| — 

S, la 
= {= (а 


«Luego: PD = 3a 











A M 
— rC v 


Piden Sic 


Dato: a*-c*=12 


C 


. Usemos el teorema de cosenos en 


AMBC: a?^zí?^-«n*-/ín 
AABM: с? = +n? – (п 


= а? -с? = 22п 
hanna 
12 


= fn=6 


e авы = S= 7 зепб0° 


= 52313 


. S aac = 3943 


Nos piden S, 


„Еп APBC: S = > (i 


‚ Por teorema de la mediatriz: 
PC-PQ 


. Por teorema de Pitágoras en: 
APBC: а? +1? = (РС)? 
APAQ: — m'«(£-af = (РО) 

— a +# =m «(f - al 


2 
=> alz 
2 


-legal| m° 
‘En (I):  S,=5@0= | | 





24 4 4 4 ФФ ФФФ ФФ Ф 4Ф 44 Ф4ФФ4Ф4Ф4ФФФ4ФФ4Ф4Ф4ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 









К, 
L CUZCANO 




















ПА мо 145 


S Давс 


Р i . 
r - Nos piden: CEI 


» Del gráfico: 


Me P. (1) 


. Como E es excentro del AABC 
= m<LBE = m«CBE = 45? 
«En ZBPC, por < exterior: 
m«RCA = 45° 
‚Еп АСЕ: CD=DF=2 
‚ Del gráfico: S 4,4. = pl ... (HI) 
» De (1) y (11): 


S Давс _ 9 
S дарғ 


Clave 





` 
` 
- 


Ce... .................................. 





>; 





TTC 


- 
-= 
- 
- 
- 
= 
= 
` 
`. 
> 







' 
' 
: < - zi n ‚+ 2) 3 
- pe 12 w i A 596 К 
d - el ` me. = 
' 5 ¿441,23 ENT 
i BFE t 
' afat Ў . 
М E 2 „д 
$ q Й * 
r= 12 ^ C [4 

8 ! М 
d uM 
б po 
; » 
* 

" 





LIA 





Z 
UZCAN 


Piden Sic 


. Sea AB=c;BC=a у AC- b 


* Como E, y E, son excentros, enton- 


ces: 
ВО = 342 -2p-a-c 
-p-c 5 
BT-p-a 24 — b 
5 


. En el trapecio FE E,G; por teorema 


de semejanza: 


12 
4(3) + 2415 
Ее 
3+5 


Nos piden Sun 
‚ Por teorema de circunferencia: 
A, Ty N colineales y 
m«ABH = m«BNA 
. Por teorema de la tangente: 
(AM)? = (AT)(AN) 


‚ Por teorema de semejanza en 
el AABN : 


(AB)? = (AT)(AN) ... (II) 


‚Ое (1) y (1): AM=AB 


‚Сото AD//BC = AB=CD=6 


. Finalmente: 








Pess 


Le de de 


ФФФФФФФФ E 


T Q Q 9 Q Q + Q Q Q Q Q+ Q 


. Finalmente: 


También se podría trazar la circun- 
ferencia inscrita: 


74 
Sunc = (p - al(p - с).сід de 








Clave /C | 


ÁREAS 








x 








А МР DS UN 6 


— 2 b 4 — x— y——4 


va S el área de la región ABC 







Por demostrar: 1 + 
a 


Jato: x_1 ¿tits piden x 
r 


E qum Por teorema (página N?43): 


= S=S rama + Samec) Sap = (арса 7 


« 


S,qgc = (xy)ctg 2 


Por relación de áreas: 


DRA 


» De (1) y (1): 





999 


Nos piden S, en función de S, y S, 
. Sea m«xBAC =0 = m<BTE = Ө 


. Como: mTE - mTC 


= m«xTLE =mxTAC =Q 


. Como: 2+0 = 90° 


= mxACT = 0 = т<АВТ 


= TB//AC = S да S двс S, 





= Sur=5, – S; 


‚ Por razón de áreas: Nos piden Sy 
5,-5; a (1) . Sabemos que AH=HP representa ul 
S; b i semiperímetro del triángulo ABC 


. Por teorema de semejanza: ‚ Se traza IF LHP (Е en HP) 








A A. => HF = т 
25; (5) . Еп Æ: 6? = гр 
25 a Y к 
= S, -(2) (I) ^ Saec = 36 


Clave /A) 


+Q +... AAA AAA a RREREEEEEROE AAA 
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ÁREAS 























Nos piden S cug 


. Por fórmula trigonométrica: 


S ACMB = O seng А5, 
¡r=3 
d . En 4ABC: seno = 12 
H 13 
p=15 . Por teorema de circunferencia: 


А. = АН = р = 13112119 „15 > CH=2yBL=r=3 


ZICHE: а? = 32 + 2? > а = 13 
Ег (1): 


`Л3)(5) 12 -30 
s | = 52518 AN S icms = 13 13 


Clave 
LX STON N° 153 


H 
"< Nos piden: S +S, 
"907-0: 


us Sea r el inradio del triángulo ABC 


e ч, b -— $i + 5„ = = +5 — ja T b). a 


? trazan las perpendiculares a AC por A y C las cuales cortan a las prolonga- 


ciones de CF y AE en J y H respectivamente. 


CUZCANO 


. Luego los As JAF y ECH son isósceles 
. Por teorema de semejanza: 


ab 
a+b 








r = 





« En (1): 





Clave AB 


Prueba: Әлаво T Janpc = SAABC 


> 
= 
ФФФФФфеЯфффФФФФфФФфФФФфФфФфф9ф49фФ996Ф 99 9 © © Ф 


my ny mn | 
—2c sena + ——- sena = —— sen2a 
2 2 2 


2mn 
y ——— —— cos 0 


m+n 





o o Q $ $ 2 S $ Q Q 





>% 


4 DO D e 


A t£zx/3 C 
Nos piden S,,əc 


. Como es equilátero, entonces: 


> e e 6 


D «le 


вс = ex AD 


«En AMBN,, de la observación: 


22 2ab 
a+b 








cos 30? = L8 
a+b 


$ + + eee 














S piden S BC. 
9 AUVW 
zn el AABG, usemos el teorema de 


Menelao (QC es la recta secante) 
(2c)(BV)b = c(VG)3b 


BV 3 
=> VG 2 ... (T) 
E AHBG, AE es la recta secante 
también por teorema de Menelao: 


TRE ... (II) 
De (1) y (Il): UV//HG 
Análogamente se prueba: 

UW/EF y WV//PQ 

= AABC — AUVW 


UV 
b 


Сото ЛОВУ ~ AHBG = 


Cn | C 


Uv _1 
AC 5 


Por teorema de semejanza de áreas. 


Suc (ACY 
UV 


S AUVW 


S ABC = 25 
S AUVW 


Clave_/D] 





ÁREAS 





Nos piden S 4 wno 


‚ Del gráfico tenemos que M y N son 
puntos medios de PT y TQ respec- 
tivamente. 


» Luego: 

Sur = Samp 7 А + 91 

S donr =S Домт > Saotp = 2A* B 
Análogamente: Slog = 2C + 0 


. Finalmente: 


R? 
2A+2B+2C+2D = > 
294 MINO 
2 
S AL мимо xs d 
Clav 


DEAR E E ER S S S S S S офф 





GEOMETRÍA 





Usando la fórmula general: 








P 
Эл ммо БММ seng „2:04 
» Рог base media: MN = ыз 
. En AOHL: 
sen0 = К 
J/2(OL) 
рг 
O Q . En (1): S Amino = 7- 





Nos piden la relación entre Si; S; S, у S, 
. Al prolongar ME V AC notemos que el AMCB es isósceles = ME = EB 


. Tracemos EF v MQ perpendiculares a AB = MQ = 2(EF) 


. Finalmente: 


216 








5,+5+5,=5,+5+5, 


S,+S,=S,+S, 











* Como los tres triángulos (MNP, AMN 
— y MNC) tienen igual base analicemos 


ДАЕМ АСЕМ AM=at y CN-bt 
* En el trapecio AEFC: 


. a(bt)-- b(at) _ 2ab 








det e Y 
у. а.- 5 
» Usemos la última expresión: 
ENANA 
МММ) — a(MN)  b(MN) 
2 2 2 
e A 
SAMNP DAAMN Samne 
" Simp = 2k 


Clave /C] 





Piden r. 


E IPM HEY: 
"mn nf mí 4 


O 
w 
— 
O 


= m= p-a; n= p-b 


y ё=р-с = p= m + n + ¿£ 


. Usando la siguiente expresión del 
área: 


PRI 


я 
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pa 
ZCAN GEOMETNA 





S nc = Dt = Jp(p -a)(p – b)(p —c) =  pr'-(p-a)(p-b)(p-c) 


=> (m--n-4-£)r* = mn£ e 1c p 


Clave //Н] 
RESOLUCIÓN N°? 160 


Nos piden probar: 





S _ 4(S,.sc) (a^ + b° + c°) 






+. Seán "b^, “h,” y “h. las longitudes 


de las alturas relativas a “a”, "b" y APA š 
“с” E S . x } | ⁄ т 
. Por teorema: UNES 
GN = in GM - Ch ab 
< 3 c ` м b V N 
Y , 
1 — C 
GL = —h, QUAE —®-- > E 
b 
ч S h,h. 
. Como &+0=180 = A = LL 
Sac bc 


S, hh. 9 S, hh, 
anc SU Suse JaD 








‚ Análogamente: 





S, +S,+S, hh, | hhe | hh Suns _ bh ch.) , (ah, J(ch;) , (ah, (bh) 
AM 9bc  9ac  9ab Sue SUC 9a*c* 9a*b* 





‚ Como: 25,,2- = ah, = bh, = ch, 








=> Эммы = Sac)? | MS gc] A(S vac) ; $ D 4S? gc (a* + b° + c°) 
Sa Өвс GA" ^ езт 9a*b*c? 
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CUZCANO ÁREAS 





ESOLUCIÓN 2.52 (5! 





... - - 
A O < e A AA t - S 
IA ESA s. . . . . . . . ао .. ч 
Dm" "ow ^ . "o . ССИ 
т Е" ` e o^ e . o^ t^ A A wt . . 


## . . # . = . . =т=т = = = 
=s.. o... sos ses 
=...» * = »* ^ а 
eo... ... ЕЧ 
+... ow 





=... 
> ж. ж. ж К. 
hs... +. +.“ 





> 







o: piden Sio Nos piden S 


lato: РС = 8 y BQ = 6 


(ABCD) 


Dato ab-20u* 
* Como BH=HM=MC =NM es base 
media en el ALHC = LH=2(MN)=2a; 


LH es base media en el 240МВ = 
QM=2(LH)=4a 


"Luego QN=3(NM)=3a 


. Como AD//BC = m«ADC = 60? 
» En AADM por ángulo exterior: 


m«AMC = 60°+0 = mxAMB = 60° 


Sea Suc =S => Әс = 35 y en el 
= 5 = sensor 
ALEC: Sumo =35 2 


S=543 ` 


Por propiedad: 


* Notemos ahora: 5... = Serco 
— 2S 


S -e 
(ABCD) 
= n60° 


асе =1043 и? 
S qui) = 643 


Clave_/B] 
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GEOMETRÍA 


Consideremos el orden de los vértices: BOHC 


Nos piden 5 


(Å воне) 
‚ Como el circunradio (OC=0B) es a, entonces: 
ВС =a? 
.En ABLH: BH= bJ2 


» Por fórmula general: 


- 
na N 
-= 
еа 
- 


a 
S 4 вонс = cogs M M. 


«Como т«ОСА = m«HCB-0 y а+0 = 90° = m«CBA-« 





‚Еп ABLC: 
b sena = 2а - 
av2 
E i 
(2a'-b' 
En (l): s — . bXZa үа? -v' ^ _ by2a* - b 
|. En (1): (ABOH 9 O ур ^ (двәнс д 


Clave /D| 
RESOLUCIÓN N° 164 


Por demostrar: Area. = Area, 


. Como OB//CF y OC//AF , entonces: 


um : 
2 "m3, Mi 
Е у c 
x 
= e 
i ©, @ 
-f 4 * 
g. TED 
+ * * 
й VOS. e. Т Уд ` 
è ü; >ë 
- Prado ..... = 
+ * г) 
M - * + - . . M 
. + 
.o . 
" 
. 
. . 
* 
г; + 
* 
. e . 
ЕЗ 
* E * 
еа 
Зе $5.8 
+ * > 
» . 
Г 4 
* + 
s 
I 
— — — À—  ——— ————' 
— ra " 


— Sunc) = Saro, = M + N 


— Sianc) = Sugar; = M + T 


« Al ser OAFC un paralelogramo, entonces: S+M+N+T ` 


— Saoac) = Saori = Š + M + N + T 
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CUZCANO 
Luego: 

Атеа oaa S+2M+N+T y 
Área o= S+2M+N+T 


^. Ат ea oacc) Area srne) 





JCIÓN B. kë OF 








Piden S, SONAS 
.Ѕеат=НАМ = Ө = m«MHB = Ө 


„Сото AMHNB es inscriptible 
=> m«MNB-8 


» Debido aque 2+0 = 902%“ OB 1 MN 


“Sea ВН = /, de la observación: 


MN = /senw 
(fsenw)R 
a e. ор 
„Сото AC=2Rsenw 
í. 
= Sa =E m 





TE STTS ФФ ФФ SSS "qM P 








Como BH es diámetro 


MN=(BH) senw 


Nos piden R en función de Ay B 
» Por propiedad de semejanza: 


x? = mn ID) 





соно 





„ Tenemos: А =mn 
А (R/2)x 
2 
2 
— B° = Tot 
„Ре (I) , (II) y (Ш): 
2 
в?= BL.A 
2 
_ Jam? 
к= 
RESOLUCIÓN 





Nos piden S rcp 
. AAQD : equilátero 


. Trazamos DM 1 AB 


222 


AD 


... (HI) 


Clave 


QQ Q 4. e e e e e e e e e e e e e e e v... e e e y e y e e e e e e e e e e de e e e e eee oye eo eee RR EL 





=> mxBQA =mxADM=080 y 


AM = MB = УЗ 
2 

Se traza CT LDM 
> cr 


El ÆCTD es notable 
= mxCDT=60* => mx0QDC=0 
Luego: 


mAB-mQC = AB-QC-43 y 


mBQ=mCD = BQ=CD=1 
También: 
т<ВОС = 90° = BC=2 


Como MBCT es rectángulo = МТ = 7 


мр=мт+Ттр= 241-2 
Z vs 

Luego: 
S ryagco = Simco + 9 (AMD) 





1/5, 543 , 1/43 ү5 
a [3 


5улвсо ~ 4 















Р 
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' CION N° 168 


`. 
> 
` 
= 
` 
~ 
`. 
LI 
Р 


^. 
`. 
` 





Nos piden la relación entre A,B y C. 


«Sea Saep = 9 


Se prolonga BA hasta que corte a Z - Como PQRT es paralelogramo 


la circunferencia en E, entonces: CE 
05 diámetro, pues m«CBE = 90° 


= m«EPT = m4PLR y PT-QR-a 


(EP)a 


—AMCO: isósceles, entonces: Slo A+B+S = — seno ...(I) 


m«OMC = m«MCO = Ө 
Рог ángulo inscrito: 


Sus еб SED ena (Ш) 
EMBE = m«MCE =0 а" EC 


‚ En AMAB: К? - (AN)(AB) De (1) y (ID: 
а b 
А+В+5=С+5 
г Сото S447 (5a)b 
A+B=C 
Saco = ЭК? 


po k h h b h T ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ Ф ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ ФФ A 9 фф 9 фф 


Clave /B] 


< 


Clave /A] 


> 








Nos piden S ¿ace 
Dato: AC? - ВС? = 16 

= (*-n*z4 
„Сото С es baricentro, entonces: 


Sango = вос = S 
> Sama 25 


«En AAGC: 


S= “> sen120* - ap (ө) 


‚ Por teorema de cosenos, en AAGC : 


41° = a° + b° + ab (a) 


‚ Por teorema del cálculo de la mediana: 


a° + b° = 2n° + (22) 
2 


= a+b’ = 2n° + 2/° app) 
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ss 


T7 m 


D D D 


Ф994 9 6 


rr: Ó Q Q Ó Ó Q Q Ó Ó Ó + + Q + Q Ó Q Ó Q Q 


DO DO 


Фо See 






GEOMETRÍA 
:De(a)y(p): 


2(/4^—n*)-ab => ab-8 
4 


„Еп (0): S = 24/3 
* S (ncc = 43 


Clave ZN 





Nos piden S cpe + Sagra 
» Por propiedad de circunferencia: 


mBP =тЕР > EA // BF 
«беа: Senas = 9... =S, 
. Luego: 
S Ж срвд = Sacre FS arma =S * 95 9, 
= Sacre + Saera 


» En (1): Por fórmula general: 


ab 
S ZcPBA 2 


Clave С) 











o 3 Te 
z O £ 5 e 
Ce .. 
5 © O e 
> I! e 9 
o 5 A S 
E > + < O 
© З © 
he. O —— 
с = 
ç ғ 2 > a Q 
i O 
A. $ O0 qs d 1 a A = 
с T T o 2 “н р 
ЖЭ ЧО д» 5 o1: С 2] «jw 
N a. DT imc 27 
a y II 
Q I N T o lO <ç i 
Cr Y v > e 5 
I > I + d 9 
q а. A E 
o mi Ü I T E O ^ JE q C] 
поо O L 3 o. 8-0 u» 
S o2 gg c = LOO 6$ 
T бб ^ О Ww * € Б = " 
сея + x y e ы 
v 03 8 EQ o 8 £ | 
« $ y ЇЇ O 
TEE 
г р 
= © СО < 
N 
O = a — 11 Q 9 
г: D. li 
5 O S 
о 5 а z O 
S | 
s E a. 8 
co = fi = 
v > E T че de x Г 
2223222 c LO S © o e 
эпт — 1] | | утыс o < m uN “O 11 
= а Cn I WU Pac a. 
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CUZCANO 


RESOLUCIÓN 








Piden Sasco) 
. Notemos 

0+0 = 90° = m«AOB = 90° 
‚Еп АОВ: r? = (4)(9) 

= r=6 iz 
‚ Análogamente en ADOC: 
6° = (3)(Тр) 
= ТО = 12 


. Finalmente: A 






'©\ 





' 
' 
* 9° 
H , š 
` L] e 
`. . e 
u 
`. 4 ^ 
exo 
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# 
- 
` 
.* "o 
.* 4 o 
+ 4 ` `. 
. * ` 
. ` 
` b. 
- * РЧ 
-= * ` 
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COL. 





Clave ZN) 
RESOLUCIÓN N° 175 | 


Nos piden el área mínima de la región APBC 


. Analizando por partes: 


ү D iaPBC) - 5 * y) 


» Por propiedad de semejanza: 








b? = xy Laus 
- | БАК > 
« Usando M.A. 2 M.G para x e y: A A a лсана, 
X*y. 
5 > {ху 
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ITORIAL CUZCANO ÁREAS 





=> x+y>2b = x * y) > ab 


— 


SAPBC) 


El área mínima es : “ab” 


Clave ZA) 


SOLUCIÓN N* 176 







Nos piden Sa reco 


Dato: ab=16 


» Por propiedad S =(AB)(MN)=2xy 


СУ ABCD 


"^Notemos que para el AMHE: EL y EN son bisectrices interior y exterior respectiva- 
mente, entonces: M, L, Hy N son cuaterna armónica 


Ш> = s= 


S 16 


СУ ABCD 


Clave /B] 
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Piden S mscn) 
Dato: (AB)(CD)=16 


» Por la observación: 


también: 


. AABN- ÁMCD 


‚ De la fórmula general: 





mAB-mMC =  BN//CD 
MC/AB = BN_LMC 


AB . NB 
MC CD 
= (AB)(CD)=(MC)(NB) 


=> 


(MC)(NB) 
(MEN 2 


S 


S mscn” 8 


Se cumple : mAB = mMC 
mBN = mCD 


Clave ./11] 





Piden S, en función de А, y А, 
‚Сото MB//DC = S, = А; 
. Por propiedad: (S) Az = AT 


2 
5 = А 
v A, 


= 


. Como BD es diagonal, entonces: 
SaABD = Sasco 
S. T A +S. = А, + À; 


— Аз - Ai 


. S. А, 









S ICAABCD) 
Como ABCD es un trapecio, entonces: 


a+b 
5(гулвср)= | 2 | 


Cla 


RESOLUCIÓN Ple 1-14 


Al ser DBCD paralelogramo, se tiene 
BC=DE=a 


Por teorema de la tangente: 
6* = r(a + b) 
=18 


> 


к S 


(Г\АВСР) 


ТФФФФФФФФФОФФОФФФ ФФ Фф ФФ ФФ ОФФО ФФ Ф ФФ ФФ ФФ ФФ ФФфФ Фф фо 


bes 


š CIÓN N? 179 





PERA 








. Del dato podemos deducir: 


* 
* 

— 
— 

—— 


C 
= R2—z 


- como Suc = Saeco => AD//BC 2b 


A 


- como Sacos = Sy, => ED//AC . ABAF ~ AAFE> < = 


t 
N |” 


S cot = Saso => DC//EB 
. Luego EMCD v NBCD son paraleloqra- 


„= (10) 


ios . De (1) y (11): 
= EM=CD=NB R = Vab 
—ytz-xtz = x-y 
2 
Sa = —* 


Clave 





Nos piden S,-S, 
‚ Notemos: 5,-9, = (5,+5)-(5,+5) 





IO b b b b q k 5 k 2l $ k k k $ $ T: 


. Luego: 
Piden Sa en función de a, b v c „R? 
„р? — Ar e. U 
7269727 
oR. š -  $,«S-lnaRJ42f - liJ2)RJ2) 
. ДАҒЕ ~ AADC=> UE E 2 
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CUZCANO 


2 
> 5, 542 ца AM) 


De (1) y (II): 
S,-S,=R? 
Clave 


pea So el área de la región sombreada 
N os piden Sa 


Dato: 3(AM)=2(BM) = AM-2a y 
MB=3a 


¡Como O es ortocentro del AABC , en- 


tonces CL y AH son alturas 
= AABC ; isósceles 


* Tenemos entonces: AL=LM=a 
ААНВ: notable de 37° у 53° 
= m«OCN-53* у mxCON=74* 


+ Finalmente: 


0 
Sa=Sasoc 7 SANOC 





> «e 


¿bos 


DIARIA 


ÁREAS 


742 -> (64 
mcum. t. es 
> Saz 360 2 
185 
S .= чє ^^ 


Clave 25] 


RESOLUCIÓN N° 184, 184 


ы 
ms `. 
LA 





Nos piden S ¿mon 


. Como HB- OB, al trazar OE L AC se 
tendrá: HB-2(OE) 


. Luego el ZAOEC es notable de 30° y 60°, 
entonces: m«EOC -.m«ABC = 60° 


«En el ZOEC: 





D n ы. аа S 
> a a 2 
. OU" 2 
d S QMON — 360? л(2а) 
_ nb? 
Samon 18 


Cla 





ResoLución BB C 


Sea S, el área de la región mixtilínea 
LECB y S, el área de la región triangu- 
lar CDO. 


S, 
Nos piden: S. 
2 


«Como mxEBC = 135° 
= m<EBA = 45? 


= EB//AC , luego Same = Siena EN 
0 . 2 
aB” 3600 e 50 


"a 
`. 
` 
- 
> 
- 
`. 
` 
`. 
`. 
- 
> 
- 
"Ta 
` 
`. 
-. 
- 


S= S 


* AAOB = ACOD = OA-OD 


=  -——cz AM) 


у _ лө 
. Finalmente (1)+(11): " o 90 





RESOLUCIÓN >ы: 
Nos piden S, * S, * S,* S, S, 


‚Сото mAC=mAN > DC//MN 
mAE-mAB > EF//BG 
. Por propiedad de áreas: 
Sacin = Элим = 91 


Sagra = Sarro = 54 
. Luego: 


5,+5,+5,+5,+5,=95 AuoB 
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ÁREAS 





CUZCANO 


106° лб? 2 = —— 
360° 


= 5 Anos = 


Clav 










los piden а 
| о (АВ)(АС) = (AE)(AD) 
| ds CYEBCD es inscriptible 
Luego m«ABE - m«CDA 


E. : 
"Las regiones sombreadas son semejan- 
es, entonces: 


EE | 
5, 12 





onu 
мә 
l! 
< 


LE 


Clave 5] 


ESOLUCIÓN B. k Ci- 
Nos piden el área de la región sombreada 


» Optemos hallar el área por partes 





^ De la observación: r = 4 
Luego: 


s, = 00 . 


B S, eS = ma -4n 


1 S,+S,+S, = 4(n + 2) 





EQMETRÍA 





Se cumple : 


r=a 





Nos piden el área de la región sombreada 


Nos piden la razón entre las áreas de las 
regiones sombreadas. 


„Сото  mTP-120?— m«CTP = 60 
luego m«BAC = 30° y mBC - 60* 

» Notemos que el punto de concurrencias A 
de las tres semicircunferencias es el cen- + * ABOC:equilátero = R=6 


tro del cuadrado. «Como AB//OQ y OT//DC 


. De la observación: 
ET Э AAEO E SABEO y OATFC = Sacri 


2M +S, +5, = 2(M + 5,) . El área pedida es: 











LEIA EEE e 


= 9, = 5, S AA0B + S дрос 
Q 2 D ¿2 
лб“ +-——16 
5, _1 + 360° 360° 
25, 2 „Сото af = 120° 


S длов + S дрос= 127 


Clave /D] Clave /С] 


49999695 5 
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P. . 
1 Í 
h E 


















JLAJL IO? мо 191 
a А. el área de la corona circular 
05 piden A. 


Los zds OSB y OTA son nota- 
bles de 37? y 53°. 


Hallemos los radios de % y € : 
9n-72 = n=8 
8m=72 = m=9 

А.. = 14m) - n(3n)* 
Finalmente tenemos: 


. A. =720л 





— 


LUCIÓN N° 192 


Nos piden Sp 


¡Sabemos que Sy = ¿AR 


‚Еп el AMQC , se traza la altura 


QH — G es baricentro de di- 
cho triángulo, luego QG=2(GH) 
y como  m«GCH = 45° > 
 АСНО es notable de 37*/2 
¿Como m«MCE - 135? 

= m«EMC = 53°/2 





En ÆMCF, como CE es bisectriz exterior: > ——= 


2 
Ta 
кеу ГҮ 


Cla 
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GEOMETINA 
RESOLUCIÓN N° 193 
Nos piden S, +S, - ( A,7- A;) 


«Como $ y % son ortogonales, 
entonces: m«ACB - 45* 
. Luego tenemos: тАЕ = mÉB = 90° 


.5,+5+5,= Shaor- Shao 


=l,42- (000). 8 
4 2 


. También: 





(CARS A7 212-202 2 


S, +S, - (A, + A,) = 3(n- 2) 


Clave А] 


RESOLUCIÓN N° 194 | 


Nos piden el área de la región sombreada. 





„Сото 


m«PHQ = m«HQO = 30° 
= НР/00 = Sumo = Sawo = S, 


* El área de la región pedida 
es “S +S,”, luego: 


S, * 9, 7S Arot 


. Notemos que H es excentro 
del ¿4MOB, entonces: 


m«OBH -m«HBM-15* 
» En 24РІВ: notable de 30°, entonces: PB=4 


236 













CUZCANO 
РОВ: notable de 45°: 


= R42-4 = R-e2J/2 


ente: 


45° 2 
5,+5,=5 дро zego 22) 


S дров = Л 


Clave /B] 


JCIÓN B. kë E 










-= 
-= 
- 
-> 
LI 
`. 
+ 


/ А 


Чо: piden el área de la región sombreada 
¿Como : 

mBC = 180^ - 0 y mCO =Ө =>» 

mBCO = 180° , luego BO es diámetro 


m«NOC = 90° -5 ‚ es decir: 


m«ONC = "E — О; N; L v B son 


colineales 
„ Como 





ÁREAS 


AL/CO > S Aane” Samo ё! área 
pedida es 5 Acto 


» AACL-ACTO = R=2r 
Luego: 
LN=NO=r = С = СО АСО es 
equilátero = 80 = 60° 


. ACTO: notable de 30° = r=1 





60° 2 
А S дао = 369 n(2) 


^ S Acto > 37 


Clave 4D] 


AAA E 4 





Nos piden S, 
Dato: R = 243 
. Notemos primero que: AAO,O, , AO,O;B 


y AO,CB son equiláteros 


„Еп AOO,B: O,B - RJ3 


LA EE E + Q Ó+ Q + Ó Ó+ + Ó Ó Ó 4 + + + Ó+ ç Ó+ + Q Q Q 





сойо 











=> CB=6 = a-6 








= AC// OD 
(0$, +S = ené? =12л ..(1) х = 45° 
е S, = S90,08 - S400. 


RESOLUCIÓN B. k С]: 


Ss, = s ЖУЗУ - (2V3 3 


= S,-4n-343 ... (II) 
. De (1) y (ЇЇ): 
. S, =8л+ 343 
Clave 


Nos piden S4 
Dato: АВ = J2(BQ) 


. Se traza BQ//MN tal que BQ=MN = 
NMBOQ es paralelogramo. 
‚Сото АВ= J2(BQ) у 


m«ABQ = 45° = mxAQB = 90 





= АО 1 ММ 
s. Debido а que AQ- QB 
= QO 1 АВ 
‚Еп ZNQO: NS-SO = En el 4ASO 
AO-2(OS) = m«AOS-60 


Piden mCD 


«Sea mCD- x = m«COD = x 


. Como el área de la región sombreada 
es igual a la no sombreada, entonces 
la parte sombreada es la mitad del área 
total. 


. Finalmente: 


1 Sa = S лом с 9 AAON 
е o + 5, = 55а 


ТФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ ФФ ФФФфФОФФФФФфФФфФФФФФФеОФФФФ Ф ФФ ФФ ОФФ Ф Фо ФФ ФФ оф фф 


Lš н 3 
= —nR--R^— 
Sa 6 4 


=% 5 Aion” Sacro = S; 
238 











“ 
M + 


S. = R (21-348) 


Сй 
+ 





SOLUCIÓN Е CT 


P". S 
05 piden 90Р 
(ABCD) 


ato: PD=6(CP) 
lor teorema de la secante: 


SL)(CB) = (CP)(CD) = СР = CL , luego 











L SP: Trapezoide simétrico 

Sea CP=a ә PD=6a, se traza 
QM LPD (M en PD) 

=> PM=MD=a y QM=MC=4a 
AQMP es notable de 37° 

— m«xLQP = 16? 


+ Luego tenemos: 


Sat 3005 n(5a)' 
Saeco; = (7а)? 





PRI 


ÁREAS 





Nos piden la suma de áreas de las regio- 
nes sombreadas, sea S dicha suma. 


. 5218—5000 - ү 
. Hallemos el área de MNLPQ 


умаро) = Омор) + Samon + Sano + Sator 


2 2 2 
=> Syr = R° +2 sen53* 4 E +E seng7' 
11,2 
SMNLPQ) 716" 


11 
.E D: S= R*- 2 R° 
n (1 =: 18 


R? 
=— (10r-11) 
Clave_4B] 
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honest | 
— — 
» 7 


< EF e A A 
MNtEASILV( 





RESOLUCIÓN № 202 | 





¿RIIIE 
a 
a 
(Q 
> 
x 


e Dato Sc m (Siu) У AL-CN 


. Primero notemos que 
m«AMC = mxANC = 90° 
= m<MAN = m«MCN = Ө 





Nos piden X en función de A y B 


=> ЕТ=а = ED=a 


. ALAM = АМСМ (LAL) = LM=MN y 
m<AML = m<CMN = В = m<LMN = 90° 
«Como LM-MN = m<MLN = 45 
· AAOB- ALMN 


Saca, -(2) => b=2c 
амм VC 


x + 5 - 2(a42) 


A 
X+S=%+4+B+S 
2 2 


y _ А+2В 


2 
. AAHM: notable — 6 = 30° 


х= 19° 


Clave /C] 
Clave /A| 


PERRA 
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‚ Como AM=MC y notamos las 





CM BD, CE 
cevianas concurrentes ; V Datos: S,=31 y S,=19 


AM => por teorema de Ceva: Piden: S, 


ED// BC 


J3 
S, = — senl120? = ab = 
Š 2 n 204 


_ab 


Debido a que los triángulos BEP y 
PDC tienen igual inradio, entonces 


tienen igual semiperímetro (sea “£” 
el semi-perímetro) 


Notemos que PT=PQ 


S, 2 y S, (аЗ 


«En AABC, por teorema de cosenos 
c? = а? + bš - 2abcos120” 


2 


= (-BE-/-CD = ВЕ = CD = c? = а? + b° + ab 
Luego BEDC es trapecio isósceles — 


УЗ 
АВ=АС 4 


s Luego: S, — S, = 3(ab) 
= S,-S,=353, 


S =4 


Se Dee Q Q Q Q eee b Q Q Q b Q Q Q Q Q Q Q Q b e Q Q Q Q Q Q b b hh h Q e h b hb b b Q e b Qh Q b lb b Q b Q Q O O OQ O O$ $ Ф 








Dato Sjgc; = А 
Piden: Simon; 
‚ Como NC//AD//MB = AD=AQ 
„Сото DQ = 2(AQ) = Sanon = 2S, 
« Debido a que NC// BM 

= Sape = Sammy 

" Sam = 2А 


Clave 








+ Piden: S AMB 


Dato: (AO)(AF)(PC)(CD) = k 

«En AOMA y ACNP: 
a*—-(AF)AO) y 
b?=(PC)(CD) 

» En el dato: a“b*=k (1) 


. AAHB ~ 4ABHC, comparando ele. 
mentos homólogos: 


х.з = аб = ху AM) 


a 


Xy 
° 5 dues = 2 


» Usando (1) y (1): 


Vk 


S Aman = ә 


Clave А] 
RESOLUCIÓN N° 207 | 


ч 
> 
: 


r,T, y r. son exradios 

r es inradio 

p: semiperímetro 

Dato: rr, + rr + тг = 100 

Nos piden: 2p 

» Usemos los siguientes teoremas: 


1,1,1.1 
C ESL 


a C 


spre ттт. КА, 
D AABC = pr = Inr => p r = n nr. 
. En el dato dividiendo entre rrr,se tie 


DEA EE APAPAWA 













- 
Bg 
- 
- 
- 
P d 
e"? ' 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
"d 
- 


Piden: Sac; dato: RIAM)=25 
En el ZJANM que es notable de 37°, sea 


el inradio r, entonces: 
АМ=5г 
En AAPO: AP=3R 
„Рог teorema AP es semiperímetro del 
ДАВС = 5,,„. = (3R)r 
„Пе! dato: R(5r)=25 
= Rr = 5 
„ S, pc =15 


e 
Š 


Q b e e e e +... e +... +... OO + k 6904994494 6 94 6 


sun. 


Nos piden S,apc 


. Por teorema, en el ДАВС : 


АС = 2(8)sen0 = 16sen0 


„Еп AAH P: 


та 8cos15 


» En (1): 


S AABC = 8a (50 ) sentó 


S c = 5 (al6sen0)senl5" 


=> Sac = 32(25еп15° соѕ15°) 
sen30? 


Clav 








40 












Piden Siac en función de h y ө. 


. DALCD: inscriptible = m«LDA = Ө 


: AABC~ ADAB: 
a_h e 
=> es = h*=ab Aj 
s _ = (AL)(BC) 
. AALC 


2 
Sar = 1 btg9)a zi abtg0 
2 2 
. De (1): 


h?t 
E = 98 











* Nos piden la relación entre S, S, y SB 
. Notemos que APAD- APBO р 
Sea PB=b y ВС=а 

= ¡AP=tk Арыз 
«Luego QC=a(k-1) y CD-b(k-4 1) 


S, = 


to |2. 


b 
G =2%12 
3 2 y 


' 


S, = Yu? -1)= aby ab 
2 2” 2 





PALA AIR 


Piden Same; 


Dato: AC=k 


» Como 1 es incentro, entonces el AAIM y 
ACIN son isósceles. 


Pero Q Ó$ Q + 





















CUZCANO ÁREAS 





AM=MI=a y NC=NI=b 5 Nos piden S, - S, 
E MN-k-a-b 5 + Notemos que: 
< 
Эмх = (К-а — b)n, e S, — S, = S,zəc 7 Saenc 
o God ——_—ә 


Ог teorema r-r-AC-k b(BP) b(DQ) 
1 IN: (k-a-b)*-a*--b* 2 2 
= k*-2ka-2kb+2ab=0 b 
= 2k(k-a-b) = k-2ab —  ..(l) = A — 


. Pero BH еп zZDHB: 


Por relaciones BH = asen0 


métricas: 


_ab 
abrí ad) 8,*8, 9 - seno 


Clave_4D] 





m» 


7 


а рала de, Resabuer 





En (I): 2(k-a—b)(k+r)=k? 


Ib 


; ЎА = К? 


Clave 6] 


LUCIÓN @ ЫР? КЕ 


eme 





‚ Sea el área de la región MLB : S 


.Se traza CD//BM , tal que CD=BM 
=> MBCD es paralelogramo. 


ES о 2ле 


9$99990990990990990909090999099090990999499900900999099009090090090000900004 4 


TUE 


„ Por propiedad: 





GEOMETRÍA 





S, +S, +S = Эрмир 


S 
Метке ЧӨ = 5;+5=5,+5,+5 = S,-S,=S, 


5,-6 = эрвел 





„(П 
; 92 = ммт = Saro + Sanpr + Sauer 
<$ 5, = S fab + bc +ac) ...{Ш) 


„Еп ABPC : Por teorema de cosenos: 


Ё = m° + n? + mn CHE) 





TORIAL CUZCANO 















* Luego de completar ángulos, tenemos 


En ABPC, PM es bisectriz interior, entonces: an 


Usando la propiedad de la semejanza: 


En los triángulos TCB y NBC: Se cumple : 


E=nn+c = LE 








2 2 
f=mm+b) = £ Mp 
m 


Usando (II: ^— c-—(m«n) y Ь= (msn) 
n m 








En (11): SES P arif + man. Bim en. э rti 
Se umen amta E mo = S,=2S, 
S, 
S, 
“2 = 9 
S 


Nos piden 5, 

Como тВЕ =mÉF 

= m«BCE = m«CFE 
АВЕС: inscrito 

=> m«BAC - m«CEF = 37° 





=> mxACB = 37° A 
=> AB=BC=10 


... 
=.. 
оороо 
"T". 
sa 
- 





TUE 


„ Por teorema de la tangente: 





. En ACBF: (ВО)? = (ВЕ)(ВЕ) 


BC-BD 
(ВС)? = (BE)(BF) | 


. Еп ACBD: 5,5. O sen74* 


lave 





Piden ОЕ ЕС 
Dato: —+—=k 


. Por el teorema ...(página N° 43) 


MET (QF)(FC)ctg Ë 


S ABD. = (BEJEPyctg Ë 
‚ Por razón de áreas: 
Soc _ QC _ (QF)(FC) 


— a 
— oc 


Saep ВР (BE)(EP) 














GEOMETRÍA 


E 8 1 


1 
=~ QF ЕС BE EP 


1 1 
— Ñ+ — = 
QF FC 


k 


Clave ZN 





Piden x 
Por dato: 


ly m - 4lip-aJtp - c) * p(p -a) 


. Por teorema: 


e e k hk e e e e e IIA 


Saxagc = (P - a)(p - дс 


SAagc = PIP — уБ 


» Reemplazando en el dato: 


1 X X 
1= | 6 = + ca" 
E sx 
= _ — H. 


1 





X X 
sen — cos — 
"IN 


> Q + + Q $ Q ФФ Ó Ó Ó Ó+ Ó Q Ó Ó Q 








ÁREAS 









ФФФФФФФФФ9Ф 


, JCION N? 218 


+ е 





Nos piden Sa tont 


|. Hallemos el área pedida así: 


S A вом Элин + Sator „Б 
« Notemos BM-MC-OF-R-1 y 
OM=R-7 


«En AOMC: Rš=(R - 1)?+(R-7)? 
= R = 13 












len x en función de “a” y “b” 


E S «En ALGN =ZNMC =  LG=7 
i 10: Names = эс ris ro 
ч «En ДАҒЕ = AEHL => ЇН = 1 
Como AM=MC, entonces: 
. Finalmente: 








S _ = Эмвс 
E š < (RLG) 
eT TES 
медо: S e =S => SB // MP 
| s _ .(RILH) 
For teorema de Tales: Mo A 
w ‚Еп (0): 
b n х a 
b x 13(7) , 13(1) 
= аа f SA вом = y cv E 
X n 
. х= Jab S A ron =52 


999999999999090099909090909090909090900900909099009009090999000090900020 





ResoLución ЫРУГ 

Nos piden Se oc 

» Hallemos el área que nos piden, así: 
SoancpE = SaABC + Sace + Seco --- (1) 


‚ Notemos que el AECD es equilátero y 
el triángulo ABC es isósceles, donde 


m«ABC =120° = АС -a43 





а2/3 


e JAABC = 4 ; Sagco = senO 





b*J3 ab/3 
4 2 


SAACE = 


«En ABCD , por teorema de cosenos: 
а? +? – 2асоѕ(90° +0) =4 = а? +0? + Zabsen8 = 4 ... (0M) 








143 0/3 ab/3 Ba : 
„Еп (1): Soa + УЗ , ab/3 cong 4 (a^ +b q ) 
7.5 oancoe™ УЗ 


Clave /T] 
RESOLUCIÓN N° 221 | 


Nos piden Sa tact 


. Por teorema: 


СО = АМ = ++ 6 
=> BQ=2 y BM=3 
. ДЕВО: notable de 37°/2 = ЕА = 3 


. AAFBM: notable de 53/2 = FC = 2 


. Finalmente: 





Sacr 7 5 дев — Š Давс 

















RESOLUCIÓN 





A D J 


Piden S 


(ABCD) 


=> S, sco =2(21+4) «En ABFO: OB = 4./2 




















. ABLE ~ ABDE «En 4DJQ: DQ = 2/2 
CHER. mM EB | « Notemos que OGIH es rectángulo 
21«A (m+ n) M! 
„Еп AOHQ: OQ = 6/2 
5 » «En ZzODQ: OD = 8 
Ex im nf i 
= BD=8+442 
peu y Wu: ‚ Finalmente: 
| A [A +5 
+ =1 2 
21+4 21+4 S acp) = x: 
= A= 4 
S Anco, = 16(3 + 2/2) 
* Saco = 50 


Cla Cla 


9$9999990999909090999 III AID 





Analizando por partes: 


. Se traza EFGH tal que EH// AD 


. Notemos que EFGH es un cuadrado 
= h, + h, = h, + h, 


Nos piden: Sa rom 


. Como O es ortocentro del AAEB 


= EO LAB 
ah, + ah, = ahy + ah, 

” S FYAOBM = (SIR) ѕеп90° = Зв ...(l) 2 2 2 2 
AA » Ahora analicemos las áreas de las ге 

R EF giones APS, PBQ, QCR y DRS. 

3 Р ЕВ ... (ll) 

EF 
° E ДАМЕ: —— = 3 

n 5 J/3 


. En (ID: В = 343 
‚ En (1): 


ILI k b k rrr rrr 


* 
t 


* 
** 


^ S aonn = > УЗ 
Clave ZE] 





T: 4 + Q Q 


















ÁREAS 


AL CUZCANO 





longación de OH llega a M. 
‚ AAOH = AMOQ => OH-OQ 
» Luego AQ=BH=a 


traza E'F'G'H' tal que E'F'// PQ = 
F'G'H' es cuadrado 


AQ)(BH) 
bé, _ bl; Ы, є Sonea = A 
2 2 2 


=A +B, ; 5,= А,+В›; 


5,= A,*B, y 5,= А,+В, 
. S,+S,=S,+S, 


ум N* 226 








Piden: S, 
S 


2 
‚ Por ángulo inscrito: 
m«GAC = mxACE = Ө 
‚ Notemos también: 
LAABMH v ANBCI: inscriptibles 


= mxAMH = Ө = mxaCNJ 


.Notemos ahora: HM//EC y  NJ// AD 
= НЫС es paralelogramo 
a 253 








los piden S asou 

CMM AQ-a 

I or teorema de circunferencia la prolon- 
gación de PQ corta a la circunferencia 


еп M tal que тАМ = mMC = la pro- 





Q b do lo b lo dla b lo lo o o lo lo lo lo lo o lo lo o o o lo lo o a lo a lo lo lo lo lo lo o lo le de e e e e de e e e e e e e e ФФ фф фф Фф Ф фф Ф Ф 





CUZCANQ 





Clave A] 


Nos piden en. 


AABC 


. Dato mMN = 2p 





‚ Сото H es ortocentro, enton- 


ces: AE y CF son alturas 
. Sea m«MAH = Q 
= m<MCH = m4FCB = o 
=> АВАМ y AMCB : 


isósceles = АВ = AN = су 
VUE CM mu q^ c o uua Г 
« Notemos: а Ap 
2 
_ ac o« JB) ac ЗВ 
„ Por fórmula general: S Annc sen 90 ui = 9 СОЗ 2 


» Por fórmula trigonométrica: S annm зеп 90° _ р) = ас соѕ Р 


5 
= —LAMNC — 


cos ЭР 
2 
S AABC cos P 
« Usando: cos Зх = cosx(2cos2x - 1) 


Saamne = 2cosß -I 
S ABC 


Clave /D) 













ITORIAL CUZCANO 


CIÓN DY YA) 


+w 
" t 


Ог demostrar: 5, +5,=5, 


dato se puede escribir así: 


total: 


a 


S 


También: 


b 
У сувор a+b 9 nasco 





=> Saco + SAAPD = 
«De (1) y (11): 


М +53 +N=S +N+M+S; 


a + 


S,=S,+S, 















Si analizamos АРСО con respecto al 


СЗАРСО a+b “Әрудвср © 


д (Ш 
E (11) 


(1) 


AAA RN фф Ф Ф 


En el gráfico, р = 


Por demostrar: 4 <p 








a+b+c+d 
2 


2 


. Como: 


А = J(p—a)(p - b)(p - с)(р —d) 


Usemos: MG<MA 


(p-a) ; (р- 0); (р- с) y (p-d) 


> Ярар -5р-ера)<Р-2+Р-0+Р-с+р-9 


4 
=$ VA <P 


ДА <р? 





VE 


ResoLución ESSET 


Analizando por partes: 


. Como EO es bisectriz del LEN у 
ALENO inscriptible = mxLO0A = 20 


„Рог < semi-inscrito: 
m«HLA=a = ГА // ЕО | 
= Siro = Š; 
«Como AO=0N = S. = Siron = S; 


=> Sae = 293 





‚ Análogamente para la otra parte: 
^. S, = 2(S, +S.) 
Clave В] 
RESOLUCIÓN N° 232 | 


Nos piden Sr ount 


. Por teorema MN=QL= 2 Jab 


. Se traza la tangente común interior: 





= ME-EN-ET-TI-Jab 
· Usando: Sí 4447 (QL)(EJ) 


S hows." (2Vab)h 


Por propiedad en AQO,O,L: 








_ 2ab 4ab 
х= = h= 
a+b a+b 
. Finalmente 
8аЬ-/аЬ (4 
S nom = HIS Clave ZE] 






















ÁREAS 


CUZCANO 





LUCIÓN B. E 


05 piden la relación entre las áreas de 
5 regiones sombreadas. 


Notemos: PR//SN y QS//RM 


1 


= Spr = арс = 2 asco) 


290: Sapan = Saoms 
=>M+5S+B+D=A+C+E+S 
^ À +C+E=M+B+ D 





RzsorucióNs ЕТ 
Nos piden S prec 
* Como тАМ = mCD 

= mAB = mAM 
Luego: 
m«BFA = mxEBC = m«CFD 
= LAEFBC: inscriptible 


» Notemos: 


m«BFA = m«BFC = m«CFE 





= Q = 60° = AERC equilátero 
«En ABFE: a = 3 


» Para el área, podria ser por partes, pero optemos por: 


S erne = (p — 3)(p – 5)(р - 7)(p – 7) 





>; 
UZCAN 


5+7+7 
Como р= 2233747. 
~ S вс 1643 





Nos piden SQEPO 





. Notemos que EQ 1 РЕ 








- S _ (ЕО)(РЕ) Il) 
Piden x en función de a v r. сш сый 2 
Dato: 593 =а , S asc = mn (11) 
n 
. AEQC- AAPF 
» Por teorema: 
m E 
(5ллов)(Элсор) = (5 вос)(Ѕ лдор) =» РЕ L8 
mr qr _ nr /(r + x) = mn = (PF)(EQ) MM) 
D D. A 2 
. De (1), (II) y (Ш): 
=> Ing = r+x 
T Sarpor _ 1 
Sus 2 
x — r(a - 1) 


— 


Clave 


Clave /B] 


PAI фф Фф фф 
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=- 
- 
“s... 
+ ~ 
=- 


t...’ 
o 44. á $ 
ва rato 


ШЫ 
* 
[9 
* = + AEN M ¿ < < n 
` . «th... .. +. 9 v 
я. +4 . . €w* "9 ^9 ья 
ЖЕ "* ЮКЕ e * k $ $) + 4 * 
dá " е b W. q í. Ü * * * 


n = 
R 















& piden demostrar S og =Á + C 
| Nos piden S rss 


traza LM //FQ con M en FG ‚ Por teorema de circunferencia, al pro- 


=> Samo = А longar AD y ВС, intersecará al arco 


EF en su punto medio. 


omo m«LMF = m«MFQ = 0 = AELMJ 
is inscriptible y también el AELJH lo 
5 = los puntos E, L, M, d y H son 
'oncíclicos = muHMJ = 0 


. Como mBC = mBM 
=> m«ECB - m«BAD 
= ABCD es inscriptible 


Como el ZAABCD también es circuns- 
critible, por teorema de Pilot: 


AD+BC=AB+CD = AD=10 


= MH//QG 


4.1... AA AE 


Como ` MH // QG 
. Concluímos que el ñABCD es 
bicéntrico, entonces: 


Saco” (6) (8)(10)(12) 


Shanco= 24410 


= Siomo ^C 


Clave ZA] 


ФФФФФФФФФФ ФФ Фф 9 9 
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С>; 
UZCAN 


ResoLución К ҮЙ M 1 


Sanma” 3 Э asco 






Analicemos el problema por partes: + 


En el aráfico: San A+B > 
S nasco : 
> Әрулмср mo 


ix Piden S c acp 

. Al completar ángulos, notamos 
m«DEB = m«BCD = ED=CD=3 

+ . AECA = ADCB = ЕС=3 y EA=BC 





. AABC : equilátero 
. ДЕВА: notable de 30° = m=1 


D DO D DO Do 


. Notemos que: 


1 S en S nasco” O AECD * S AEBA 


S +S,=% 9H 
l 3 ABCD 9% mE 


= 2E + 2F = S pasco 7 
15 


S hasce” 


D DO e «> D > de «ls DONE 


> E+F= 


9 FAABCD 


Clave ZE] 


O23 |. 


e 













Rxsorucióu EXE TI 





0: piden A, = пх? 


T 


¡Notemos ЛАРС ~ AQPS , comparando elementos homólogos: 








Pa qu opas 4x 1-х ш. 
rp ЕҢ 
А.= 21 
Cla 
| ICIÓN MY Y 
'Sean A, y A, las áreas de los círculos N 


inscritos en los As 0,BO, y ABN res- 
pectivamente. 








+ Nos piden: A 
А, 


»Notemos: AO,BO, ~ AABN , 


con razón de semejanza 7 Qu 






“© 
CUZCANG 


‚ Por teorema: 
> “| 





RESOLUCIÓN N° 243 


Piden A, 


Cue 


а=7+ 44/3 
> а = (2 + /3)° 


. Por teorema de relaciones 


métricas: 
BH = 2 ar : 


„Еп ДОНА: НА = 2r + rJ 3 
„Сото AB-a/3 = 2Jar = аЗ —r(2 + V3) 


2 e«t =(2+ 43) 3 —т 1243) 


= г=3 


= r+2/r=3+ 243 
Clave /A] 


As = 971 


. Dato: 






* 
- 
" esos 

„л 





RESOLUCIÓN 
Sea A el área de la región sombreada. 


. Piden A: Dato: 2=3+ 243 


‚А = та? — b?) 


. Сото QA- QC- QB = m«CQB = 30° 


luego m«xAQC = 30^, el AABQ es 
equilátero = la prolongación de QC 


llega al centro del círculo mayor. 



















i CUZCANO 


ДОАО: notable de 30° а= 2+ 4/3 
АМАО: notable de 15° = b = /3 
> A=n[(2 + 43% - (43) ] 
г. А=4т(1+./3) 
С1а 


JCIÓN MAA E 


" Es -—— ~ ^ — н 
—n.s TA Se 
мре УГУ 


tn 
VUL ы, 
L 


Piden A, 

Dato: 

b? + d? — р? – а? = 8 
«Por teorema de Marlen: 

b? + а? = а? + с? 


„Еп el dato: 


» Finalmente: 


Clave 


YODO O e @ e e ER RR EE E RR RE RR 





7 





Analicemos por partes: 

. Nos indican que con “a”,“b” y "c" debe 
formarse un triángulo no acutángulo, es 
decir: 
at >62 +c, b'za*4c* ó c? 2b*«a* 


. Se traza el APEB equilátero,entonces: 


ЛЕВА = APBC = EA-c 


„Еп ЛАЕР : si cê > b° +a? = о> 90° 


. Es decir m«APB > 150? , análogamente 
para cada lado, los puntos "P" se en- 
contrarán en las regiones sombreadas 
a continuación. 





ZCAN 














; $% x ‚= c = 
. Las cosi ^g: pe € *  mBP-mBA- PL/AO, 
m«APB > ‚  m«APC?2 O + o 
DS 150* ° luego m«AET = 60 
«Sea р la probabilidad pedida: с E S. = S даост Эллос 
E 
= 39 + 
=> РВА: (I) 2 s -lggi-gi3 
AABC > 3 4 
TC: 
60* í 
; ELM uM + + Como AC-243 = R=2 


‚Еп (1): 





2$. “л. 48 








RESOLUCIÓN Ы: 


офф Ó ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ%Ф 





Sea r el radio de los círculos congruentes 
se ha qraficado de acuerdo a las condi- 
ciones 





. Como Аб) = 8231 
C n — 


ЗА + 1571 =823л 
= A=222n 


Nos piden S,. Dato AC = 243 


. Como O, L y B son colineales y 


"TTE: 








ÁREAS 














°. 
`. 
*- 
| Е 
"eL 
- 
- 
` 
` 
- 
- 
c 


Fa Tw 
г ^"... WINS 
- 
`. 
`". 


Nos piden A+B 
s Notamos que m«xCBE = 15? y 
m« DEB - 60? 
= mBDE =150° = m«BOE - 150* 
También: BD//OE 











Notemos que los arcos OB y CE son 
semejantes cuya razón de semejanza es 


dela V3. 


La razón de áreas de los segmentos cir- 
ares es de 1 a 3. 


=> Supr = Sigo = B 


. Como mDE = 30° = DE «rJ2- V43 


22 - УЗ 


= r= 2 


Ace =A м ego 


А = S Anos -S anos 
2 
A - lag? Rus 


o 


A+B= S двор = 120 n2* 





6 360° 
š e 1 2 4 
Finalmente: 3A+M = з ^^ 7. A+B = q” 


AAA LI 444 P  - h b E EN TE RA 


Clave ÆA] 
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Cla 








« Notemos que las regiones sombreadas 
son semejantes, luego: 





EDMETRÍA 


Piden Sx 
. Tenemos: ла? = A; mb? =B; nc^-C 
» Como: x=a+b+c 


5, =т= e fa, E, [© 
п үл Үл Ya 


г. S, = (JA JB JC) 
Clave ZE] 





Nos piden S« 

. Como m«BCO = 45? => m«OQL = 90° 
. Se traza QM L OC 

=  OM=MC=y2 

«En 4AMQ: — AM- MQ- 342 
«En ДОМО: К = 2/5 


« Finalmente: 


a = Shoa - Sb oq. 


2 
d 2 
.. Sa = 5(n- 2) 


DEA E 


Clave ZA 








DITORIAL CUZCANO 




















са А el área de la corona circular. 

Usemos la siguiente expresión 

A = лаб 

Como ED // GH 

=> m«EDG = m«DGH = «a y 
m«EAB = o 

> LAAEDB es inscriptible 


Por t. de la secante en АЕОВ: 





ab=(4)(5) 
^A BA, =20x 
Clave 
sonución EE 


за S, el área de la región 
ombreada. 

Como m«ADC = m«OBC 

> CAODCB es inscriptible 
> ma«DCB = 90° 

[а prolongación de CQ y la 
prolongación de BO se cortan 
еп M, (Me €) 





Notemos que: 


OH//MO => m«QHE = 90° 


omo mQC=mMC = m«MOC = 27 


Los m«OHE = 27 > Hist 


267 








í n 
о ———————ÉÁÁEE— EXMUUC | 


‚ Finalmente: 5 AQBO=APCO = m«QOB = m«POU 
S. = Some 7 tour : = m«QOP - 120" 


s 1. (66 : = LABPOQ es inscriptible 
¿=— 16 - —— > 
4 2 * . Es decir la circunferencia circunscrita al 
triángulo QSP también pasa por H y 
S, =9(n-2) х O, para toda circunferencia ОР зем 
Clave /А] 


cuerda, entonces el radio mínimo sera 


aquella que tenga a OB como diámws 
tro. 


de de de b o 


» Tendremos lo siguiente: 


599994909 





; „Еп AAOC: а= 214/3 


Analicemos el problema por partes: 


. ABQSP: inscriptible + 243 
° = Wa 
„Сото m<QSA = 60° e 6 
= m«xCAP = m«QCB : . A. = m° 
ACAP = ABCQ(ALA) + 2 
š + As = е 
=› PC=0B M 12 


«Sea O el centro del AABC = 4 


Clave /A] 
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"EDITORIAL CUZCANO ÁREAS 


Resouución BUFETE i 











ee e "€ ans MIS - » „а m 7 ` L K 
mi i d $ m MAL ~- ` > y І чи 7 ж - T i " A | . T^ > " 
I ° te M * 4 бы | Tu 
118° 1: "a 25 2 ü "e „А cim а ч 3 4 A air . ғ. = ñ Ж е 
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.` 


” 
Poe ec? 
LS 
- - 
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`. -* 
> .” 
`. .” 
е = 
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`. = 
*. . = 
~ 
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> 
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`. 4] AYY- 
> „ 





— 
Eje de simetría 


* Como los pentágonos son regulares v todas las diagonales son iguales, los puntos C, 
B, H y G equidistan de A > ACBHG: insccriptible. 


»Sea A, el área del círculo inscrito en el ADEF y A, el área del círculo inscrito en el 
triángulo mixtilineo BLH. 


А, 


+ Nos piden = a 


| La recta AE es el eje de simetría. 


¡"Se traza la tangente en L, la cual corta a las prolongaciones de AH y AB en K y J, 
luego AH=HL=HK 


„ АДАК ~ ADEF cuya razón de semejanza es 2. 











Nos piden zp 

. Por teorema de circunferencia: 
m«QCD = 53° 

«En 40BC: 


Sea ВС=4а; BQ-3a y QC=5a > el 
radio de “А,” es: a. 


. Notemos que ÆQAM es notable de 
93/2 = AQ=a, como 
NB-a = QN-QE-2a 

«Sea FT-b > FH=FJ=a+b, como 
TJ=AN = 2b+a=3a 

= a=b, 
. Luego: OTFE es cuadrado FC-2a 


. Como AQBC- ZCFI у la razón de se- 
mejanza 3a2, entonces la razón de 
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GEOMETRÍA 


áreas de los círculos inscritos, es: 


Clave Д] 













(i 





| 


| 





Nos piden A, 


‚ Sea O el circuncentro del AABC 


„Сото el CAPHQC es inscriptible, la cir 
cunferencia a que pasa por Р H у Q, 
también pasa por C. 


. HC diámetro de E 
‚ Por teorema: HC = 2(0M) y 


m« MOB = Ө 


= r = Rcos0 
А „= пВ?соѕ?Ө 


Clave ©] 


Q b b k k b b b Ire 














JRIAL CUZCANO ÁREAS 
Esozución ИТТ) 
Sea S el área del semicírculo de diámetro EG: 
Por teorema, en: 
ДЕРС:  S-(S, +M)+(N+S, B D) 
ДЕНС: S=(A+ M+S, +N)+D+S,) 
=S +M +И+5,+В+ И =A+M+S,+N+B+S, 
| S,+8,-S,-S,=A-B 
Clave /C] 


@% 294. a Ф Ф 
b d %* ыы h^ d %* 











Sea A,, el área de la región sombreada 


Piden 1 
A asco 


‚ Notemos que EB// PQ//DM = AB//CD , 


análogamente AD//BC = ABCD es 
paralelogramo. 


. Al trazar las diagonales GF y RT de 
los hexágonos regulares y prolongarlas, 
notamos: 


AEFH = FGBE = НЕРВ y así todas las š 


regiones trapeciales son congruentes. 
. Luego А, =25 y A¿gcp = 8S 


А 


© — = 


1 
А (авсо) 4 


Clave /В] 





rro pos 


eses 


¿rr s 


e + e ss 


e e e 4 


AZ = 


ЕЗ 
-` лер, “4 


y Жуу UR AC 
А2229 


MES TC d 
s Re suelto: 5 
D e erre a E 
as 


Repas [ 


RESOLUCIÓN N° 262 | 


nalicemos cada proposición: 
. Es Verdadera 


m 3 
`< 


А 7 2344552 


ч 5 





‚ Como Sun = Sapne +Әламо Se prolonga 


BN hasta L tal que BN-NL 
= BC//DL y Si = Saone 
‚ Como BN = NL = 5, = Sant 
=> A,D y L:colineales 


. Luego AD//BC entonces ABCD es 
trapecio. 


П. Es Verdadera. 


















¡Como 5,4 = S,cup > Samen = Sanc 
= MN//BC 
Análogamente: MN // AD 


Finalmente AD//BC, luego ABCD es 
trapecio. 
II. Es Falsa. 


Como condición la cumple todo cua- 
drilátero convexo, entonces la proposi- 


ción es falsa. 
Clave ZD) 


ESOLUCIÓN ah K 


. El primer punto que cumple condición 
es el baricentro (P,) del AABC 


"Los otros puntos los determinamos tra- 
zando paralelas de cada vértice al lado 
opuesto, entonces. 


Э ларв = SaPBC E SAPAC 
i21; 2,3, 4 


+ Existen cuatro puntos con tal condición 


Clav 
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ÁREAS 


= nud =p н е: обаа f s wi A 2 
кш AN . X АА IF 
FHE EE bI AE "f. 5. 
d Tus I Ma 
u 


1 E 
o /2 үз. 


СУ" 

3 а. 
nd i 

Е E 
E 

^ 

- 

LI 


Sea p la probabilidad pedida. 
Hallemos la región favorable, para 
ello se trazan las bisectrices de los 
ángulos entre la diagonal y un lado. 
Las regiones sombreadas cumplen la 
condición, por ejemplo para Q;: 
a<b, para Q,: Q,S=0Q,T 


Luego: 


ДАНО: n=m(V2+1) 


p-42-1 
Clave /A] 











GEDME 








Nos piden S, + S, 
Dato: (АВ)(РК) = k 


. Сото AR// BC > S,cpR = D давр = Š, 


* AB//DC = PR 1 CD 


de «le D D D D de «de D els «la D * < DO DO <» od. 4 elo «le «la «le Tox. e «e de = «> 


Nos piden S... AB 

Dato: ab =104/2 л «+Ө=45° н "дока 5+5 — 

. Rápidamente nos damos cuenta: š AS, = 

- AGAD = AEAB = ЕВ = ba m«ABE = Q з Clave ДЎ 
- АВСІ= АРСН =1В =а л m«IBC=0 5 Веѕошсон ТҮЙ 


^59 


= m«EBI = 45° 
* AAFC ~ AAEB = b-n 
* AAFC ~ ADHC = a=m 
s Luego ЕВГЕ es paralelogramo 


= Sgp = абѕеп45° 





zi S emir = 10 уч 
Clave /B] + Nos piden 2 
М Ё 


274 








"Сото AB=5; BC=6 y AC-7 > BT=4 y TC=2 





»iNotamos también: Perímetro agr = Perímetro arc 


` Sea p en semiperímetro de los As ABT y ATC 





=> D AABT = 4 = Pn I 4 
Sac 2 р, 2 
1 =2 
r; 
Clave /C] 
JCIÓN B.P 1: 
E h 
“aen: t; 


Dato: 12(AB) — 5(BC) 
i venientemente AB- 10a; 


BC-24a = AC=26a 


„Сото BM es mediana 
=> AM-MC-BM-13a 
* También: 





PaABM ^ = Рмвс ` 12 








(10a--13a413a). — (24a+13a+13a) 
— —r = — Yo 
2 2 
n. 25 
f£, 18 


Clave AD] 


275 








Piden S д.2, 
. AAFD= ADCE 

=> AD=10 y ЕС=6 
. Luego ss = as 


. Finalmente : 


(6)(8) 
S eco” 9 
S Arco” 24 


Clave /Е] 





Nos piden S pasco 


276 


D D Do D D ..+ 


. * 
ho d +t 


D 59 D D D D D 


^ + DO Do DO D 


* „Сото AT // BC => PT es diámetro 


GEOMETRÍA 





«Como DT-PC = AÆADTO = ACPO 
= OP = ОТ = O es centro. 


. Notemos que m<AOB = 90° 


=r’ = ab 


S аср = (a +b)/ab 
Clave /D| 





Piden As 


‚ Notemos que al prolongar BE hasta que 
corte а Y еп Е. se tendrá 


m«MEF = 90° = MF es diámetro. 
„Сото AO 1 МЕ = AO//BF y 


AB//MF -» ABFO es 


paralelogramo = OF-k 


° 4 As = nk? 


Clave /A| 











)RIAL CUZCANO 





~ 


RESOLUCIÓN Bi 1/- 








„Сото AALD — ABLC= Sap 


Увіс 


— 3 


olb 


i! 
ENERO. 





2 
ee) = a=bv2 


Tj 


° 
l 
ic 
Tl 
00 
i 
mix 
I! 


«En ALCD: 


Clave /B 


„стик a 


| S 
Nos piden 229 


(PCDO) 


PA. 
CUZCANS 
„Сото AD=4(AB) = AB-2a y 
AD=8a 


. El APCDO es inscriptible 
=> mxAQP = 60°, 





eos 


TILT 





también es circunscriptible ° 
= PC+QD=PQ+CD ç 
= QD=HL=a š 
. Usando las razones de áreas, tenemos: + * De la observación: 
> 
S = AM) 
S ABCD) = 16M ч «(ABC Pq 
š «En ÉB; n? = pq (111) 
coo = 4M 2 . De (I), (II) y (HI): 
> 
9 (двс) = 4 š 5 = n* 
(сро) : zü 
Clave /C] « x= 
+ т 
RESOLUCIÓN M Clave А 
+ 
4 
ES 
ES 
+ 
4 
+ 
+ 
> 
2 
4 
5 
< 
5 
Le 
+ 





Piden x en función de "m" y “n” ° 
‚ Hallemos el área de ABC, pues: M Nos piden 5, дь 
& „Рог t. de circunferencia: СО=АВ; 
mx aus CR SPP Ө 
9:4. = (1) ° PQ//IDB, QB=PD, meu. V 


218 





, 


A 
' 










b. 0 
m«xQOBD = = 
E Q 2 


Concluímos: B, Q y T son colineales 
?or fórmula general: 


(PD)(TB) 
2 





"For teorema de la tangente: 





ууу, 


а? = (ВО)(ВТ) os "p KM, 
— o- 
PD 
2 
a Nos piden el área total : A, 
F S, mer? 
. La región total la podemos descom- 
Clave £] poner así: 
moción ГОУ, — cuatro regiones rectangulares; y 


- ocho regiones cuadrantales; y 


El semicírculo en la parte superior 





c 
O 
ФФФФФФФФФ4ФФ4Ф+4ФФ ФФФ4ФФ Ф III 


A eio es L Luego: 
e > mar 4! P 
h un y 97, | 
YA) A, = r(8r) + r(6r) + r(4r) + r(2r)+ 8| лт? |+ — 
d xy 4 2 
d 7 
D 


A, => 8n) 
Vo: piden 5 Acc Clav 
Сото mxAED = 90° 


zc 
= SA" 2 


¡Notemos ABEC ~ ADEB 


m a 2 
—==— = mn-a 


a n 





2 
a 
S Aco" 2 
Cla 


Nos piden S 
Dato ab=k 


= 


ACD 


d & dee 


279 


со Ама 


. Como m«ACD = 90° 












. Análogamente: 


S senO 
_ mn sen 
> S haco= Ө, B seno 
.Notemos mxABC = m«CDP y A B 
. De (1) y (1): Ss B 
m«ACB = 45° 


= m<DCP = 45° 
,AABC—APDC = 1-а 
n 
= mn-ab 


.k 
AACD 2 


Clave_/B] 
RESOLUCIÓN N° 280 


Sea A, el área de la región sombreada 


. Como AABC y AMBN son equiláteros, 
entonces: 


m<ABM = m«CBN 





= AABM = ACBN(LAL) 
Nos piden S en función de Ay B 


«Como m<FEL = m<EGL 
= m<LEG = m<LGF 


= Siam = Sacen 


«Luego: А, = Sase 








843 
«Luego: А = аќ seno 4 
2 А seno _ (|) 
S sena A, = 16/3 


í 
S = 2* sena 
2 


Clave /A] 


AED AA 0 Фф Фф Ф 9 


























RESOLUCIÓN N° 283 


C 


JCIÓN ЙЫ 2:7: 


Q Q Ó Ó Ó Q Q Q Q Ó ФФ ФФ ФФ ФФ фф Q Q 





Nos piden S,pgr 


d de de e ee 


95 piden Sa > , Como E es excentro, entonces 


. > 
%* ey? 


Por teorema de circunferencia: 
| - m«LBE = m«EBC = 45° 


m« BMJ = 45° => BE//PQ 


АКМ y Z4MJB'notable de 45° 2 .Por propiedad: 


Los 55 OAKM y OMJB son trapezoides : Sione = Элрвн => Sapo = Элво 


simétricos => m«aEOF = 45? 2 


D^ Зена 
En ДАКВ: AB = J10 M 


Н = J5 < Clave г В) 


RESOLUCIÓN BF 73 - 


“En ДАОВ: AB = RJ2 
| Luego: 


2 “e 
Sq= ¿TR? - > send5? ° 


D > 


Sa = 2 (1-24/2) 


Clave /D] 


D D DO D ele «le DO 


Lo 












Nos piden S amen 
* Como el AABTD es bicéntrico, entonces es inscriptible y circunscriptible, luega 


al ser inscriptible = m«BAD = m«DTC = ATDC es isósceles 
* Como es circunscriptible > AD+BT=AB+TD EC 


Del dáto: Sau -l >  AD-3(TC) 
(aw! 3 dq 
. En (1): = 4 LN 


. En 4DMC: h=446 


. Finalmente: Sasco = 484/6 


RESOLUCIÓN -N° 285 | 





Piden S arg 


‚ Por teorema de la tangente: (РТ)? = (PA)(PB) 
. Por teorema de relaciones métricas, en el AOTP: (PT)? = (PR)(PO) 
= (РА)(РВ) = (РК)(РО) = OBORA es inscriptible 


«Luego: m«BRA-0 > Sara = 5 senO 10 


282 






















m«xBRO = m«ARP = ç 


= АК = КМ 
Por teorema de las cuerdas: 
= (4)(4) 
„Еп (I): 


5 лав = 8sen0 


¡SOLUCIÓN Mel 1: 1 


Nos piden: 
S, +S,+S,+S,+S, 


simetría y M es centro, entonces: 
9,79, ; 94795, 


cos respecto de BD ) 


* Como ABORA es inscriptible, entonces 


» Notemos que la recta AC es el eje de 


+ Es también claro que las regiones de 
áreas S, y S, son congruentes (simétri- 





I h pb h ph b Ims 


ФФ ФФ ФФ ФФ + Q o 4 Q < 


* 
e 


+ 


* 
° 


eos 


ÁREAS 


=> S,=S, 
» Luego concluímos: 
i (ў 
5,+5,+5,+5,+5, =Ад = 2013 


S,+S,+S,+S,+S,= T 


Clave /C] 


= ША 07 y 





Nos piden S, 


» Por ángulo inscrito: 
m« CBD = m«BCA = 45? 
=> ABMC : isósceles 


„ ДОМС: notable de 30° — ON=4/3 
OM -43 -1 
. ABMC: notable de 45° => MN- 1 


G S, = 5 ABoc ^ ЎД.восм 


сна 


S =-1,(2y - Е -1) 





S = 2(21+3-3,/3) 


фән C^ 


RESOLUCIÓN B. 





Nos piden el área de la región sombreada 


(5,) 


‚ Notemos que los As OMB у AON son 


equiláteros, entonces: 


m« AOM = m<MON = m«NOB = 30° 


. S =2 А + В 
» Hallemos por partes: 
l 52 
B = —nR 
12" 


2 
A slqgi ВУЗ 


4 


6 

R? 
S 2— 

2 


qua 





Ir: - -- -- 11... Фф 9 


x] 


T7 TT rs 


> > $ y e 6 < 


* 


I é Ó <> Q Q Q Q Q Ó Q Q QÓ Q Q Q Q 


RESOLUCIÓN B.E] 






БМ! 


Nos piden la suma de áreas де las real 


‚ Notemos que los As AOD, DOC y ECD 
son equiláteros, luego los segmentos cl 
culares cuyas cuerdas son AD, CD, OD 
y ED son congruentes. 


« Luego el área pedida: 





A, = 2(А+ M) 
R?J3 

А, = 2 T 
2 

a, = ВУЗ 


Clave ZA] 









ITORIAL CUZCANO 


= 


JN N° 290 






* 9 . . 
... eo. 6. "3 


t.. «VEN 
" ...».ooe. 
DENT. 67.09 DO 
Y. 09.0 ¡930 


- 

- 

- - 

° 
`. 
= 
` 
°. 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 


os piden S, + S, 













Notemos : 


m«AOB = mxOBC = 40° 
= AO//BC 
Luego notemos Siame = Эломс = Š, 


100° 


1) 
3605 ™ ) 





= Š. +S, = 


„ S.S, = gn 


lave /A 


JCIÓN B. ы)! 








ÁREAS 


i4 Nos piden Sa c 


+ Dato S 4,4, = 12 


» Como ABCD es un trapecio isósceles = 
AQ=HD 


2b 
(a+b)h |. 
° 5 Дасн = у= 12 








S 
Nos piden: Se 
AMLC 


37° 








. Notemos: m«LAM = 2 y 
m«BAL = s: 


о 





. ALCD: notable de > 


= CD=2n y LCsn 


AAA E Q Q 5 5 Фф Ф Ф 





| ZCAN 





GEOMETRÍA 








„Сото a-b=6-2senx 


. AACD: notable de — 


=>AC=6n = AL-5n 


debido a que: -1<senx <1 


=> 4<6-2senx<8 
Smc М 


. En el cuadrilátero ABLM: 
5M  2a42 ay2 


= 16 :(6-2senx) < 64 
» Luego: (а - b)? mínimo es 16 


» En (1): (26)? - 16 = 4ab 


5N 3aa 
M. 4 ab = 165 
N 3 
S 2* método: 
—AABC — g | 
Sanic Como se quiere que “ab” sea máximo. 


Cla 


usemos relaciones métricas, no perdien 
do de vista que —1 < senx € 1 ,analicemos 


desde el siguiente gráfico, sea AB=16 y 
BC=10 





A Н ех B C 


Sea "S" el área de la región rectangular. 
| "— а=16-вепх —"*bz10*sem + 


Nos piden "S" máximo 
| p= 
«Se sabe que S=ab Se sabe que h*-ab 


1° método: el “h” máximo es cuando: senx= 1 


= a-15 y b=11 
= ab-(15)(11) 
S = 165 


máximo 


«Usando: (a+b)J-(a-b)?=4ab ..(D 
— 
26 


«Si queremos ab — máximo, entonces 
(a-b)* debe ser mínimo 


04044.1444... 4514... t... 4. EELEE LEELEE 


Clave Ai] 
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з 
A Ысы: ^ axem qaa ыс. = = 


— X — 6 ————————— X ——À 


Sea S, el área de la región sombreada. 
» Notemos: 
- ACHB=4BMP = CH=BM=y ; HB-MP-x 


+ ДАМР = 4р0А = MP-AQ-x `: MA-DQ-z 
» Del aráfico: y+z=6 
" Luego: S, w S ichan) £ 9 двнс- Š dp" S да 


-iy*2) _ ху 6x x 
= 5, > (6 + 2x) E 


nS = 18 


`йкзошшсюн EEE 





Nc piden S, 
Dato: CG=k 
"ZdCDG: 4(a?+b?)=k? ... (I) 


oot mmmm 


E 9,75 Aann =S Amur 

S -(2a*2b)(2a-b) _ (a + 2b)(2a - 2b) 
š > 2 

=> S, = (a + b)(2a – b)-({a - b)(a + 2b) А 

S, = a? + b? 








GEOMETRÍA 








Ф 
^ 


TITO 


* 
* 


PETELE 





Nos piden el área de la región sombreada 


(5,) 


· Notemos que APBQ es un trapecio. 





. Por propiedad de circunferencia: Nos piden x 


m<ATM = m«MTB = 45° Dato: А (¿ona aula) = MA” 
- ДАРТ y ATQB: notable de 45? 
= АР=РТ=а y 
QB=TQ=b 


« Luego РО =b-a 


2 


= n(m* - n°) = ле? = na 


= т? -п? =f =а? 


«En AOLBP: 


« Finalmente: AE 
_(b+a) 
== (0-8) эй x? =P + m° — n° 
2 
S Ь? -а? à 
29 


Clave ZE] Clave_/1)) 


AR EN 















B L| о + 
LUCIÓN Pola? 1-] + ResoLución ЕТТ 
e 
e 
E 
i Eje de simetría M 
+ 
C: š 
— + 
WAT 9 2 
3 i MOON 
⁄f, T , AL "1 SL > 
` | элүү" JEFA E 
F3 gem. E “HE * - A 
А Е АТ, м "Hubs + 
e ру, іг metr e 
* M т e 
„т 2e ERE + 
—— — Ио = + 
Ë P | | um" + 
`. "t du > 
` EY e 
š K + < ^ 
е... . y ¿ Nos piden S, 
UE š 
5 + Por teorema de razón de áreas: 
e 
+ 
ї ° Оз: bak 
: M Sac  A(k+1)b(k +1) 
с e Ew 
fos piden el área de la región sombreada + 3 
A ^ 
Ат) e 
< k S 


Del gráfico: A,=2S 


ER uoc A uos А =, 





999 0644006044004 46044444942 








Z< 
CUZCANG 


Nos piden S 











e 
Г\АВСЕ ? ° . s ' , y) 
Dato m+n=a y AC=b M 
‚ Hallemos el área pedida por partes: + =S x Е > m b | 
S nasce = Suc t 9c 0) M T 
- a + 
„ Notemos que NBME es cuadrado. X d idem 79 UH 
- x j í A ; : 
BN: semiperímetro de ABC (p) * „Ре (Ш y (I) 
m+n+b a+b A 
ii ERE, MEC: ы b(a--b) , a^ - b° 
+ ЭгулвсЕ = 4 + 4 
BR,  blía+b + 
. Э AEAC $e $ A „(Ш * _ a(a- b) 
S Dance 4 


eos 


Clave / Al 


Ф.Ф е © 


ы e? ыы ыы ыы 
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ENUNCIADO DE LOS 





PROPUESTOS 


ANUAL 
> CEPRE UNI 
SEMESTRAL 
SEMESTRAL INTENSIVO 
REPASO 
ÁREAS 


DE REGIONES PLANAS ШЕН 








ÁREAS DE REGIONES 


TRIANGULARES Los lados de un triángulo miden 1, 2 y 


q 7. Calcule el área de la región triangu 


x D D D D e 





* lar. 


ФА) 1543 В) 243 C) 247 
En el gráfico, AB=4 y BC=6. Calcule la « 
D) 34/2 E) 2/6 


suma de áreas de las regiones sombrea- 
PROBLEMA ET ll 


das. 

En el gráfico, ABCD es un paralelograma, 
ВН = 4, BC = 3 y CM = MD. Calcule ul 
área de la región sombreada. 





DO 


PROBLEMA 


e < 


2 Ó Q+ < 


D «de 


* 
D 


* A) 12 





A) 8 B) 10 C) 12 2 В) 14 


D) 14 E) 16 + C) 15 
D) 16 


+ E) 18 
En el gráfico, T es punto de tangencia y ? 


OT=6. Calcule el área de la región som- +, 
s PROBLEMA 0 


breada. ç 
+ En el gráfico, AB = З y ВС = 9. Calculg 
* el área de la región AFE. 


A) 18 ; 
С) 36 š 
D) 20 > > 

О ° 


E) 48 











IRIAL CUZCANO 
A) 1.25 B) 0.75 C) 1.325 
D) 1.125 E) 1.75 


Pronuema О? 














2alcule el área de la región triangular 
ABC, si la mediatriz de AC interseca a 
еп Q, además AB-QC-5 y BQ-2. 


A) 2,6 B) 5/6 . C) 84/6 
3) 746 E) 946 
OBLEMA B sif | 


el gráfico, el arco AB mide 90* y 
*—2(ED), calcule el área de la región 


ic 
) 10 
) 12 
) 14 
)) 16 
) 18 


4 
| 
l 
y 





N?8 


i el gráfico, QM = 6. Calcule el área de 
región MNB. 








| 8/2 
3642 


B) 942 
E) 18/2 


C) 1242 





ÁREAS 


| 


En el triángulo ABC, se cumple que 
m«ABC-120?. En AC se ubica P y Q 
tal que el triángulo PBQ es equilátero (P 
en AQ). Si (AP)(QC) = 8, calcule el área 
de la región triangular PBQ. 


A) 43 B) 243 
D) 446 E) 246 


C) 343 





ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 
a] 


+ En el triángulo ABC: AB=9, BC=11 y 
š AC=10. Calcule el área de la región trian- 
+ qular AIC, si “I” es el incentro del trián- 


$ gulo ABC. 

D 

* A) 15 B) 642 C) 12 

$ D) 1042 E) 8/2 

+ 

P 

: Promnuema E: 

< К.А 


! En un triángulo PQR, la mediana Q 
+ interseca a la ceviana PE en "A". Si 
M ЕК=2Е0 y el área de la región triangular 
* QAE es 2, calcule el área de la región 
° triangular PQR. 


A)24  B)22 


PnonLEMA PEU 


La base de un triángulo isósceles mide 
X2 . Si las medianas relativas a los lados 
congruentes son perpendiculares, calcule 
jd el área de la región triangular. 


C)20 D)18 E)16 





“> 
+ 
D 
< 
«Le 
D 


+ de «e «e de 


< А) З В) 3/2 С) 1/2 
> D) 2 E)1 


293 





VES 


PRonLEMA E: ER 


En el triángulo rectángulo ABC (recto en 
B), se traza la altura BH, la bisectriz 


BE del ángulo ABH y la bisectriz del án- 
qulo ACB se cortan en F, M es punto medio 5 
de BC, si las áreas de las regiones ABE y 
FHM son 6m? y 11m? respectivamente. 
Halle el área de la región ABC. 








A) 50 B) 44 C) 40 
D) 60 E) 55 


PnonLEMA EL 


Si en la figura MN // AC , calcule A i 
Si Si 





A) 0 
B) 1/2 


C) 1/3 


D) 1 





E) 2 





El área de la región limitada por un trián- 
gulo rectángulo es numéricamente igual 
a su perímetro. Además el doble de la lon- 
gitud de un cateto es igual a la suma de 
las longitudes de los otros dos lados. El 
valor del perímetro de dicho triángulo es: 


A) 20 B) 24 C) 26 
D) 30 E) 36 
PEL 





GEOMETRÍA 


PRonLEMA LEC 


; En un cuadrante AOC de centro O v ra 
: dio 245 , : se ubican los puntos M y P en 
: OC y AC respectivamente, de manera 
¿+ que OM=MC y m«APM -90? . Calcule 
* e| área de la región triangular APM. 


Los? 


A) 3 B)4 C) 6 
D) 9 E) 12 
PROBLEMA 


En el gráfico, AL=5 y LQ-4, calcule el 
área de la región sombreada. 


5 +$ Ó 4 Q + LEE 





A) 154/3/2 В) 1545/2 C) 1547 {4 
р) 154/5/4 Е) 1543/4 


PROBLEMA 


En la figura, (AB)(CD) = 16, calcule el área 
de la región sombreada. 


eee 5 5 5 5 5 0900000000909 Q $ > ç? ç + + 





A) 4 B) 6 C) 8 
+ Di 12 E) 16 


9999459449 
























ÁREAS 





EDITORIAL CUZCANO 
o 
PROBLEMA Pale С. > PaonLema ҮЙ 
x м do de 
En un triángulo ABC se traza la ceviana 2 En el gráfico, PQSC es un cuadra 
interior BD , tal que la m«ABD -90* y la š centro O. Si AO= 24/10. Calcule pue 
ТА =53°. Si AC- 20, calcule el mayor + de la región sombreada. 
valor posible del área de la región trian- 2 
gular DBC. > A) 4 
A)10 B)12 C)20 р) 24 E)36 Z > 
¿+ B) 8 

| N?20 < 
» ЭЙЕ? 
| М°20 ? C) 12 

e tiene un triángulo de áreas “5”, al unir Z ЛАА 
los puntos medios de sus lados se forma + | 
un triángulo de área "S,". En este nuevo M 

Y | E) 20 
triángulo se unen los puntos medios de м 
sus lados y se forma un triángulo de área š 

"So Si se repite este proceso indefinida- PuonLEMA 2 
mente, calcular: St 5,45, +... > 






4 2 8 
) 2S B) >Š С) 39 D) 35 E) = 


ÁREAS DE REGIONES 


CUADRANGULARES 








N*21 


I 
AK MAJ 4 


En el gráfico, L, y L, son mediatrices de AC 
y DE respectivamente. Si (AB)(EF) —20, 
'alcule el área de la región sombreada. 


A) 20 
B) 10 
C) 15 
D) 12 
) 18 





+ En un cuadrado. ABCD con centro en Ау 


ios AD, 
4 D se trazan los cuadrantes de gp gg 
los cuales son secantes en М, 5! ; 


calcule el área de la región ABMC 
р) 48 Е) v5 


$4 


> 





АЗ B)1 C)2 
PROBLEMA 

3 
En el gráfico, ABCD y CE = “3 ' calcule 


el área de la región sombreada. 





B J3/3 C)? 


E) v5 


A) 1 
* D) J2 














PRonLEMA ЕЙ 


En un paralelogramo ABCD, se ubica Q 
y P en AD y BC respectivamente, si el 
triángulo APQ es equilátero, AQ=6 y 
QD -2. Calcule el área de la región 
paralelogramica. 


A) 2443 В) 16/3 С) 2643 


D) 1843 E) 2043 





Prosrema ЕГ 

En el aráfico, PS//QR , calcule X, si M es 
punto medio de PS. 

A) 11m? B) 9m? C) 16m? 

D) 1m? E) 25/3m* 





En un triángulo rectángulo ABC (recto en 
B), se traza la altura BR, se ubica P en 


AB y Q en BC tal que APQR es un 
paralelogramo y BR corta a PQ enH. 


Si PH = 2 y HQ - 8. Calcule el área de 
la región APHR. 

A) 98 B) 96 C) 92 
D) 102 E) 104 





————À GEOMETRÍA 


+ 
š PRonLEMA EA 


* El área de la región hexagonal regular 
+ ABCDEF es 72m*. Calcule el área de la 
$ región sombreada. 


< 
+ A) 20m? 
> 
5 B) 22m? 
* C) 24m* 
> 
¿+ D) 18m? 


e 








m 


Si OP=6, halle el área de la región som- 
breada. 


A) 18 


AR Фф $ 





PROBLEMA N°30 | 


z En el gráfico, G es baricentro del triángu 
š lo ABC v CQGP es un romboide, calcule 
+ la razón de áreas de las regiones ABC y 
* CQGP 


> 
+ A) 3/8 
> 

e 

* B) 9/2 
< С) 10/3 
+ D) 4 

+ E) 5 


> 











Pronuema OY 

En el gráfico, ABCD es un cuadrado de 
centro O y el área de la región sombreada 
es 7.5 y EF=1. Calcule el área de la re- 
gión ABCD. 


A) 25 
B) 49 
C) 64 
D) 36 
E) 81 








PROBLEMA i 


En el gráfico, ABCD es un cuadrado de 
centro O, M es punto de tangencia v 
AM=4, calcule el área de 





la región cua- 
drada. | | 
A) 8 B Sc 
B) 12 M | 
C) 16 
D) 20 
E) 18 ^ р 


ProsLema Е 
En el gráfico, AB= ВС y CH=2. Calcule 
el área de la región sombreada. 


A) 25 
B) 15 
C) 35 
D) 30 
Е) 20 








ÁREAS 





: 


En el gráfico (PB)(AQ)=8, calcule el área 
de la región sombreada. 


> A)4 


+... 





E) 643 


ФФФФФФФФ ФФ ФФ Ф фф фф 


* Se tiene un rectángulo ABCD de centro 
+ O, se traza el cuadrante de centro A y 
5 radio AB, tal que contiene a O, Si AB=2, 
т calcule el área de la región rectangular 


¿+ ABCD. 


p 
* A) 4 B) 6 C) 2/2 
* D) 443 E) 643 


РвовҥмА TA 


En el aráfico, (BH)(PQ)=18, calcule el 
área de la región PMNQ. 





¿PRA 


M 
AP 8 те C 
A) 9 B) 18 C) 12 
D) 16 E) 10 








PRonLEMA ЇЙ 


Halle la relación entre el área del cuadra- 
do inscrito en un semicírculo y el área del 
cuadrado inscrito en el círculo entero. 


A) 2/3 B) 2/5 C) 5/2 
D) 3/2 E) 3/5 
PROBLEMA 


Se da un triángulo rectángulo BAC cuyos 
catetos AB y AC miden 3m y 4m respec- 
tivamente. Se traza la altura AH y la cir- 


cunferencia de diámetro AH que corta a 
AB en B, y AC en C,. Por B, y C, se tra- 


zan las tangentes а la circunferencia que « 
cortan a la hipotenusa BC en M y N. De- : 


terminar el área del cuadrilátero B,MNC,. 
A) 1m* СИЗ MED) AITE) 5 


B) 2 





PROBLEMA 


En un trapecio ABCD la base mayor 
AB=20m, la base menor DC=10m y su 
altura es igual a 12m. Se traza la media- 
na EF(E en AD y F en BC), que corta a 
las diagonales AC y BD en P y N respec- 
tivamente. Calcule el área del triángulo 
DPB. 


A) 10m* 


PRosLEMA ХТД 


Halle el área de la región romboidal 
ABCD sabiendo que las áreas de las re- 
giones BMC y PMD miden 9 y 4u* res- 
pectivamente siendo "M" la intersección 
de la diagonal BD y el segmento CP("P" 


en AD ) 
A) 18u* 


В) 20 C)30 р) 40 Е) 50 


В) 20 С) 30 р) 36 Е) 28 
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GEOMETRÍA 


ÁREAS DE REGIONES 
CIRCULARES 


PROBLEMA ZN 
š En el gráfico, calcule el área de la región 
* sombreada y AB -343 . 


D 


TITTTTPTTT 


A) 15m 


Ы 
* „* 
> 
^ „* 


* B) Вл 
> 





$ En el gráfico, B es un punto de tangencia 
y АВ+АС=6, calcule el área de la región 
* sombreada. 





e 
e? 
. 





А 
С) 13.5-3.71 


C 


A) п B) 3+1 


* D) am E) 6-1,325n1 


A h b b p q $ $ $ $ + 0 4 


PROBLEMA |: E 


* En el triángulo ABC (recto en B), se cum 
+ ple que AB- 16 y BC=63, calcule el área 
* del círculo inscrito. 


^9 











EDITORIAL CUZCANO ÁREAS 
А) 497 B) 361 C) 50n 2 
D) 407 E) 257 2 
> 
РвовкмА ЁТ > 
En el gráfico, la circunferencia de radio r, Š 
está inscrita en el triángulo ABC, si + А) п B) n/2 C) Шт 
E. Š > 
AB=BC y r J3 . Calcule el área de la * D) 277/8 E) 1/3 


egión sombreada. 

A) 2x 
бл 

С) 5л 


)) 4т 





E) 2.51 


pP 4 = N°45 













| el gráfico, se cumple que 
mAC=2(mxAOP) y (AP)(AB )=36. Cal- 
2 el área de la región sombreada. 


A) 361 
B) 181 


D) 401 





E) 25r 


Proniema 7 
En el gráfico, A y C son puntos de tan- 
encia, L, // L. v las regiones sombreadas 
in equivalentes, calcule AB/r 


+ 





: 


En el gráfico, la circunferencia está ins- 
crita en el triángulo ABC, si los catetos 
miden 5 y 12. Calcule la suma de áreas 
de las regiones sombreadas. 


rre 





A) л C) 1.57 


D) 2n 


B) 1/2 
E) 7/3 


PROBLEMA Ei 1: 


> En el gráfico, AB=R, AC =В./3 y las re- 
> giones sombreadas son equivalentes. 
? Calcule x. 


> A) 60° 
+ B) 90* 
$ C) 120° 
“e 

* D) 75° 
+ E) 53° 
$ 


> Q > Q Q QÇ oe 949 5 © 6 


е. 
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со Аме 
PROBLEMA ХТД 


Si el lado del cuadrado mide 4cm, halle 
el área de la región sombreada. 





A) m 
B) 2n 
C) Зп 


D) 1/2 





E) 31/2 


PROBLEMA 


En el gráfico, el área de la corona circu- 
lar sombreada es de 12nm^, S y T son 


puntos de tangencia y R-4m. Calcule 
MN-QP 





A) 2m B) 4m 
С) 4(/13-1)m D) 2(413 –1)т 
E) 4413 


Рвові мА ER 


Calcule el área de la región sombreada. 
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GEOMETRÍA 


Pa 


* A) (a-1/2 В) (n-2/2 C) n-2 


» > у 


D > © 


D) л-1 E) (n-2)/3 


PROBLEMA 


En el gráfico se muestran semicírculos. 5! 
S,=4m* y S,- 1m*. Calcule dy 


A) 1,5m? 
B) 3m* 
C) 4m* 
D) 6m* 
E) 8m* 


PRonLEMA УЙ 


* Si AB= 443m, calcule el área del segmen 
+ to circular. 








Ó > + Ç Q Ó Ó Ó+ Q Q Ó Q Ó Q Q Q 


DO DC D 





D DO > V. de «e 


$^) (5x. —3)m* B) (51--5)m* 
> С) (3n+5)m? D) (31-5)m? 


š E) 6m* 





EDITORIAL CUZCANO 


PromLema Б ЇЙ 


Calcule el área de la región sombreada. 





A 


-—— 


а 105/54 а 19/52 
12! - 4n] B) 12. —21) 


C) D 


— 


a* a* 
< 03 - 4n] < 93 - 2n] 


а? 
Е) 15193 -5n] 


PROBLEMA ЕЙ 


Calcule el valor del área del semicírculo 
“S” si; las áreas de los demás semicírcu- 
los son: x, y, z. 








A) 2+х-у B) у-2 


D) y+x-z E) y-x 





DI T bq P Ф Ф  - lf: C  l - l2 Ф Ф Ф Ф 1 Ф ФФ4ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ4Ф Фф 9 


ÁREAS 


PROBLEMA 


En el gráfico, AB=BC=2, calcule el área 
de la región sombreada. 





B) 6n C) 8л 


E) 127 


| 


En el gráfico, P es punto de tangencia. Si 
BC = 6u y mPB=mBC .Calcule el área 
de la región sombreada. 





B) 9л 
E) 257 


C) 127 


Poss 
С pa 

00 
sal 


En el gráfico, halle el área de la región 
sombreada. 





GEOMETRÍA 





A) 3 B) 4 C) 8 


D) 6 E) 12 





Promema |: 1] 


es la circunferencia inscrita en el trián 
gulo ADC . Indique la relación correcta 











e e e e Q e de Q $ e e e + Фф 94909909 9 





1871 
A 12 B —12 
| 9 | 9 
212n 1591 
ЗӨ e 
C) 9 D) ^ 10 
1357 
E —12 
) 37 





En е! gráfico, X,Y у Z son las áreas de А) ree. 
las regiones sombreadas. Si AB + + B) S,=S,+S, 
ВС= 10л, X+Y+Z = 16л y r=4. Calcu- 

le R(P y Q son puntos de tangencia) С) $2255. 


D) 55 =57+52 


5, +5 
Е) 572 : 


eee 006b 6 9669660696009 9660646 0606002 





ee e 


+ Ф 
09 99 


+ 
+t ho d ^d 





+ ex 
= T 


Toe Na 
PE 


<= - ` Еа 
= Prob lemas! Propuestos, 
NIIT "ANS 
Sa X. 5% vus 
— 
eode = E 
EE 


J ч 





LEMA 


| 


ÁREAS DE REGIONES 
. EBF es un in triángulo « en donde la proyec- 


ción de EB sobre EF es 4 veces la pro- 
' yección de BF sobre EF. C es un punto 
* de EF tal que 2(EC)=3(CF) A es un pun- 
En un triángulo ABC(recto en B). Si š to en la prolongación de BE tal que 
AB=5u, BC- 12u. Se inscribe una circun- z EB=2(AE). Si el área de ABTC es 11u? 
ferencia tangente a los lados AB, BC y * siendo T la proyección de B sobre EF ; 
AC en D, E y F respectivamente. Halle + calcule el área de АЕС en u2? 

el área de la región triangular DEF A) 1 B) 2 C)3 


TRIANGULARES 





EEEE 2 5 5 


)BLEMA M. WM 3° Seminario 









60 64 


329 SU D) 4 E) 5 
11 В) 13 c) 13 
D) 5 E) 6 РвовгємА ҮЙ 
En la figura, BC=3(BG); DC=2(AD) y 
PROBLEMA BE Y. Seminario A ucg) =5u*, halle P AADID . 


їп la figura: EF//BC, AE=3(EC), 
J(BE)-2(ED) y Aug; =5u? , calcule 


A) 5 


9999990999999099009909999090944 








B) 8 
x + C) 10 
A) 10 + D) 13 
В) 15 2 E) 15 
+ 
+ 
С) 20 $ PROBLEMA 
)) 25 w Calcule el área de una región triangular. 
130 Z si el producto de sus alturas es "k" y el 
| * circunradio es R. 
i 








>; 











ZCAN GEOMETRÍA 
КА 
ión triangular АВС. 
KR УКЕ s 
ay; вй od4w il. 243 
d А a a 2 
š A) 2 B) жаы C) г 
D) J2KR E) K/R M 
* D) 243 E) 21243 
Prones 1 м 
- 
Halle el área де la región triangular ABC Ф PRonLEMA P: 
determinada en el exterior del cuadrado 2 


. En un triángulo ABC, т es el radio de lá 
š > circunferencia inscrita de centro 1, r, es ul 
A)5 B) 25 C)10 D)15 Е)20 + oam de la circunferencia exinscrita rela 
* tiva al lado BC y centro E. Sean F y () 
> los puntos de tangencia de las circunle 

rencias con AC; BC = a. Halle el área 
de la región IFQE. 


АСНЕ si m«ABC=90" y (Sus) (S4,:)-25 * 


PROBLEMA 


Hallar el área del triángulo, sabiendo que 
las longitudes de sus alturas son 12u, 15u 
y 20u. 


A) 90u* B) 120u* C) 150u* 
D) 180u* E) 210u* 


PROBLEMA EZ 


Dado el triángulo ABC, sobre los lados 
se construyen los paralelogramos ABDE 
y BCGF se prolongan ED y GF hasta 
que se intersequen en P la prolongación 
de PB corta a AC en L y se prolonga 
BL una longitud LR=PB, luego por los 
vértices A y C se trazan paralelas a LR, 


determinandose el paralelogramo АСОМ. 
(AM=LR=C0Q). 


Demostrar que Sicou=Saroe t Saree 
4, Se tiene un triángulo rectángulo ABC (ru: 


Рвовієма E: 13 
to en B), exteriormente sobre los cateto 


Sea r, la longitud del radio de la circun- + AB y BC se construyen los triángulos 
ferencia exinscrita a un triángulo * 





A) > B)a(r-r) С) aJ 








En un triángulo ABC, m«B-135^ , se tra 
za la altura BH, si AH-1u y HC=3Ju 
Calcule el área de la región triangular АНС 
en u*. 


A) 47 BAT С) J7-1 
D) 247 Е) 20/7 -2) 





$99456995 0999 yo, ТТ”. AA 
E 





44 


+ equiláteros АВМ y BCN respectivamen 


equilátero ABC. Halle el área de la re- + 
304 
























'DITORIAL CUZCANO ÁREAS 


à Р : i > 
te, si el área de la región triangular ABC « ProsLema ЫЙ 
es S, entonces el área de la región trian- * 


-aular MBN es: ¿ El perímetro de un triángulo, cuyos lados 








Š А Š * son números consecutivos, es 21m. Cal- 
Шү 9 ә ə cular su área. 
А С B) 4 "Y s М 
Es s tA.) В) js VISm' 
D 5 dg : 
eC) “Sm 5m D) 20m? 
4 | : 
Ë | N°73 : 
En la figura AOB es un cuadrante, M y F 2 E) 2 (2111 lm 
son puntos de tangencia, MF=1u y $ 
BM=2u. Calcule el área de la región trian- + 
gular MOB en џи. * PromLema EMO 
+ 


J8 ¿+ M y N son centros; P y Q son puntos de 
E 2 * tangencia. Si PQ=m, halle el área de la 
B) J3u* 
С) „5и? 


D) 2u? 


Меи? 


Р 
С^ 
3 
= 
C 





@ + Q k b b + Q Q Q Q b Q Q Q Q Q 9 $ 





2 М „№74 А) m? B) => C) Jm? 
En la figura, DP=m, FT=n. Halle el área 
de la región triangular ABC. m? - 
g D) 4m* E) 
A) n(m + n) 

mn 

2 
* En la región del triángulo ABC de Su* de 
2mn 


> área, H y J son los pies de las alturas 
s tr azadas desde A y C. Si JK (Ke BC) es 


perpendicular a BC y CJ = a, JK = b; 
сайыш el área de la región BHJ (en u*) 
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AAA 








GEOMETNA - 














b*S b*S aS РвовіємА ШИЛ 
A) атъ a. CA е 
En un triángulo ABC se trazan la 
228 Jas cevianas no concurrentes en el interiot 
D) 22462 Е) db АО, BP y CF tal que: PC=nAM 
AF=nFB y BQ-nQC. Si el área de 
ABC es S. Halle el área de la región triam 
PROBLEMA 


gular que determinan las cevianas al 
Sea ABC un triángulo equilátero, E el ¿ intersectarse, dos a dos. 


excentro relativo al lado BC ; se trazan: 











EMO E uc i RM (n-1fS (n-1*S 
ELE 02.86, JQ ТАВ, $ А) п2-п+1 В) n +n+1 
JONEM=(P). Halle la relación entre las 
áreas de las regiones triangulares JMP y С) (n+1)°S D) EN 
ABC. n° +n+1 n+l 

3 4 3 "=: 
T ai Co ES E) en: 

1 
D) 6 E) 1 PromLema 78 

En un triángulo ABC la relación de las 

PROBLEMA longitudes del exradio y del circunradio 


es K. Si el área de ABC es S. Halle el 


E triángul B OS 
n un triángulo A C se Uatan me área de la región triangular que se obtie 


cevianas concurrentes AM, BN y CQ 








ne al unir los puntos de tangencia de las 
en P Las regiones PAQ, PBM y PCN son * circunferencia ex-inscrita relativa a un 
equivalentes y las regiones PAN, PQB y « lado. 
PMC tienen por áreas S,, S, y S, respecti- 
vamente. Halle el área de la región РАО. A) KS B) 2KS C) SK 

3 3 4 

A) qS,xS,xS, В) Deren SK ЗК 

р, E 








S S. xS, xS 
C) Jess, D) ya > 3 


S xS, xS, 
11 


PnonLEMA У 


En el gráfico, O es punto medio del ‹114 
metro AB de la semicircunferencia 


E) ces Wc д" 
EF // CD// AB . Halle: 


PODIA AAA 
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EDITORIAL CUZCANO ÁREAS 
. + 
Areakrvs е PROBLEMA 
> — 2 ӘМ ° 
Area coy Area ou, < Sea el triángulo ABC cuya región trian- 
š qular tiene 50m* de área, cuyo inradio 

















A) 0,75 B) 1,00 C) 1,25 
D) 1,50 E) 1,75 
N°83 


Prone 


5 deran los puntos D, E y F en los lados 
AB, BC y AC respectivamente. Si los seg- 
mentos AE, BF y CD pasan por el centro 
мо” de la circunferencia circunscrita al 
Iriángulo ABC, cuyo radio mide 4. 


Y le: T A ЭА Em 

MESS AE BF CD 

A) 1/5 B) 1 C) 1/2 
2) 1/3 E) 4/5 


En un triángulo ABC recto en B, el área 
de la región ABC es 24u?, I es incentro 
"de dicho triángulo, O es circuncentro y 
т«АО=90°. 
AIO. 

А) 4u? 

D) Su* 


Hallar el área de la región 


B) 5u* 
E) 9u* 


C) 6u* 


En un triángulo acutángulo ABC, se con- š 


* mide 2m y con un circunradio de 5m. 
+ Hallar el área de la región triangular MNP 
M (M, N y P son puntos de tangencia de la 
> circunferencia inscrita) 





+ A) 10m? B) 8m? C) 12m? 
Do 

* D) 15m? E) 9m? 

> 

> 

<. 

> PROBLEMA ЫЫ: 

> 

< 


+ En un triángulo ABC recto еп B, se traza 
la altura BH , las bisectrices interiores AD 
^ y CE intersecan a la altura en los puntos 
x M y N, I es incentro. Si AB=6u y BC=8u. 
+ Hallar el área de la región triangular MNI. 


l 2 


^M 15 


i 





Q Q Q Q Q Q Q Ó Ó Ó Ó Q Q $ Q Q $ Q @$ 


En un triángulo ABC se trazan las cevianas 
BM v CN que se intersecan en H; hallar 
el área del triángulo ABC si las áreas de 


644 


< 105 triángulos BHN, BHC y HMC son бт“, 
+ 12m? y Өт? respectivamente. 

+ A) 36m? В) 40m? С) 45m! 

: D) 50m* E) 48m* 
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Promtema ШЙ 


En la figura L, //L,//L, , hallar el área de 
la región triangular equilátera ABC. 








A)'(a?+b?*-3ab)/3 В) (а2+Ь2 rap) A 


C) вет ga) D) (af +b*+ab) 


УЗ 


E) (a° +62) 
) ( ) 3 

PROBLEMA Mako 

Se tiene el cuadrilátero convexo ABCD, 


tal que AC L BD, las mediatrices de AB 


y CD se cortan en O. Si Sion =Sacon » 
demostrar que ABCD es inscriptible 


PROBLEMA 


Halle el área de la región sombreada si O 
es centro y AB=a. 











GEOMETRÍA 


Е 2 
+ a 
2 == —— o 2 
М А) 5a В) 10 C) 3a 
< 
T 2 
< 2 a 
> -a — 
e D) E 10 
e 
4 


PROBLEMA 78 


En un paralelogramo ABCD, se ubica М 
„еп BC y М en CD de modo que 
m«AMN-90*, MC=3, DN=NC, y 
AM=MN=4. Hallar el área de la región 
CMN. 


Pess 


A 5 prós 


5 5 


E 2./5 


C) D: 
„2 


D) J5 


: 


En el gráfico, A, B, C y D son puntos 
medios de los lados del cuadrado МО)РМ 
cuyo lado mide / . Hallar la suma de áreas 
de las regiones sombreadas. 


PLA 





A) (4/2 B) 22/16 С) /?/4 


D) 4/5 Е) 4*/6 


Loro rro ooo.” 


EDITORIAL CUZCANO 


PROBLEMA E: 


Dado el pentágono regular ABCDE, su 
lado mide "a" unidades. Las diagonales 


AC y BD se intersecan en E Halle el área 
de la región cuadrangular AFDE. 


2 

A) — 25-10 B) 5-5 
2 2 

С) 242/5 +10 р) 7 V2d5 -10 
2 

E) q 5 


Las diagonales de un trapezoide miden 
26cm y 30cm y el segmento que une los 
puntos medios de dos lados opuestos mide 


4cm. Halle el área de la región trape- 
2 pidal. 


B) 168cm? 
E) 363cm? 


A) 84cm? C) 186cm? 


D) 336cm? 


РвовгєемА ЇЙ 
"En un cuadrilátero convexo ABCD, 


AC=m y BD=n. Halle el área de la ma- 
vor región que limita el cuadrilátero. 


E n" B ci BR 
4 gom ) 2 
D) 2mn E) m? + n? 





ÁREAS 


PRosLEMA Б ЕГ 


š En la figura mostrada se tiene el cuadran- 
2 te MON, Р y Q son puntos de tangencia. 
> Si MS=2(SP) y r es la longitud del radio 
: de la circunferencia. Halle el área de la 
+ región PQVS. 


^95 





M V O 
342 % 342 , 345 , 
A) 105. B) EN C) 2 ї 
PROBLEMA 





> En la figura mostrada, А,В, C, Dy E 
son las áreas de las regiones cuadradas. 
Si A=27m* y E -3m*. Halle B+D 


#ФФФ+ФФФФФФФ#ФФФФФФФ4ФФФФ4Ф4Ф+1Ф - - P E 





A) 12/3m? В) 30m? 


°> Ó Q Q Ó+ + Ó Q Q Q Ó Q Q Ó Q Ó Q 


„ Р) 18/2m? E) 18m? 


«e 








PROBLEMA уш. PRÁCTICA CALIFICADA 


Se tiene el rectángulo ABCD, donde 
AB=2L, BC=L, en AB se ubican los 
puntos F y E de manera que Fe AE, FC 
es perpendicular a DE en Q. < 
m«CDE -30*. Calcule el área de la re- 
gión cuadrangular BCQE. 


2 2 
A) z 6-42) B) = V8 
[2 
С) 5 2*3) D) 1?(2-43) 


Е) L*(J6 —./2) 
PaosLEMA ГЛ PRÁCTICA CALIFICADA 


Se tiene el cuadrilátero ABCD donde 
BC//AD, en AD se ubican los puntos Q 
y R de manera que Qe AR, CQ//AB, 
BR//CD y CONBR=(P). Las áreas de 
las regiones triangulares BCP y PQR son 
a y b respectivamente, calcule el área de 
la región cuadrangular ABPQ. 


А) 2a+b  B)a-2b C)2(a b) 
D) a+2VYab Е) 2/ab 


PRosLEMA ПГ] SEMINARIO 


En un trapecio cuyas bases miden 3m y 
lm se traza una paralela a las bases para 
dividirlo en dos figuras equivalentes. ¿Cuál 
es la longitud de dicha paralela? (en m) 


A) 43 B) 3 C) 45 


D) 46 Е) 4/10 











GEOMETRÍA 


< 
e Рвовієма 277 


> 
* ABCD es un cuadrado cuyo lado mide 


+ би, EcBC, el área de la región 
trapezoidal AECD es el doble de la región 


E 
* triangular ABE, entonces la longitud de 
+ EC es: 

< 

* A) J2 B) 2 C) 242 

* D)3 Е) 342 

M PROBLEMA 

+ En un paralelogramo ABCD, AD=18dm 
x y su altura BH mide 12dm. Si M y N son 


* los puntos medios de los lados BC y CD 
respectivamente, entonces el área de la 
región cuadrangular AMEN (en dm?) e 


+ A) 84 В) 92 C)96 D)108 Е) 81 


TELT. 


Uu 





PROBLEMA 


En un cuadrilátero ABCD se ubican 
M y N puntos medios de las diagonales 
AC y BD respectivamente, donde 
ANADM=(L) y ACABD=1F), si la 
suma de áreas de las regiones de los trián 
gulos AML y BMF es 10m?, entonces la 
suma de las áreas de las regiones triangu 


lares DLN y СЕМ en (dm) es: 
Arm Bx GIO Е) 12 


$9025 


0609024 


s 45 090 


PROBLEMA 


Se tiene el cuadrado ACDE de centro O 
B es un punto exterior v relativo a AC 


e ° % 6 


' $ que m«ABC-90*, BO=6cm. Halle ol 


+ área de la región limitada por el cuadrila 
+ tero ABCO (en cm?) 





A)3 B)J6 


PROBLEMA 





Hallar el área de un trapecio ABCD 
(AD//BC), AD> BC ‚ MN es mediana del 
trapecio (Me AB), Q es punto medio de 
MN y el área de la región cuadrangular 
no convexa BNAQ es 40u*. 


B) 120u? 
Е) 180u* 


A) 100u? 
D) 160u* 


C) 9 


PromLema КЕТТ 


Hallar el área de la región sombreada, si: 


Área js 7 10u* , Área nor, = 20u* 


| Área ces = 15u* 


A) 10 





B) 15 
C) 17,5 
D) 20 


E) 22,5 


Se tiene una región cuadrada ACHF cuyo 
lado mide L, sea B un punto exterior a la 
región y relativo a AC tal que el triángulo 


ABC es recto en B. 


” , - 2 ? 
Si Area, cg. Area, 7 25u*. Halle el área 


de la región triangular ABC. 


A) 4u* 
D) 7u? 


В) 5м? 
E) 8u* 


> 
E) 18 ? PROBLEMA Pollo. 


C) 140u* 





C) 6u? 


x Halle (en u*) el área del trapezoide ABCD, 
: si sus diagonales miden 6u y 8u y el seq- 
> mento que une los puntos medios de dos 
4 lados opuestos mide 5u. 


$ А) 16 B) 20 C) 24 


> 
+ D) 26 E) 28 

+ 

“e 

4 

^ PROBLEMA 

< 

3 En un cuadrante AOB de centro O, se 


+ inscribe un cuadrado CDEF con C v D en 
< АВ yEyFen OA y OB respectivamen- 
м te. Si OA=0B=R, halle el área del cua- 


* drado. 
> 


R? R? 2R* 
А) == В) =. IF 
3R? 2R? 
D) ET E) E 


| 


Calcule el área de la mayor región rec- 
tangular inscrita en una circunferencia de 
radio R. 


A) 2R? B) 4R2 С) 24/26? 
D) 382/2 Е) 1,5R? 


Рвовімл Ж 


En un cuadrado de lado L se construyen 
* sobre sus lados interiormente triángulos 
£ equiláteros, calcule el área de la región 
* estrellada resultante. 





E EEE 





>; 
ZCAN 





A) (243 –3)12 B) (443-3)? 


2 

С) 22/3-312 р) (243 3 
[? 
E) (243 -3)— 


PROBLEMA 

En un paralelogramo ABCD, se traza la 
mediatriz del lado AB que interseca al lado 
AD en E, tal que m«BCE-2(m«ECD) y 


2(AE) ZCE-8, halle el área de la región 
ABCD. 


A) 1643 B) 12/3 С) 1242 


D) 843 E) 1642 
PnonLEMA ЕТ 


En un cuadrilátero ABCD, 
m«ABC-m«ADC-90?, AB=6, CD=1 
y m«ACD = 2m«BAC . Halle el área de la 
región ABCD. 


A) 2/6 B) 1047 С) 54/7 


D) 6/6 E) 217 


PRoBLEMA ӘТ N 


En una semicircunferencia de diámetro 
AD se ubican B y C de modo que Be AC. 
Si mBC - 60^ y (AC)(BD)- 12u*. Calcule 
el área de la región ABCD. 





GEOMETRIA 





A) 2,6 B) 2V3 С) 5 УЗ 


D) 346 E) 343 


T rr TIT 


| 


* En un rombo las proyecciones de las 
ФО. 

~ diagonales sobre uno de sus lados miden 
* 12u y Зи. Halle el área de la región limi 
> 

tada por dicho rombo. 


“> 
> A) Зби? В) 18u* C) 8Zu* 
D) 450? Е) 64u* 


PROBLEMA EEN 


> En la figura, FGDE, ANMB y APOS son 
regiones cuadradas y AF-GC. Ыі 
S,+5S,=16u*, halle el valor de 5,. 


A) 16 
B) 8 
C) 32 


D) 24 





E) 1643 


ProsLema ТЩ 


Dos regiones rectangulares están inscritas 
en una misma circunferencia, el 1° tiene 
una base igual a 2/3 del diámetro, el 2 
tiene una base igual a los 3/4 del diáme 





I Ó Ó Ó + + Ó Ó Ó Q Q Q Ó Q Q Q Ó Q d Ó mns 





EDITORIAL CUZCANO ÁREAS 





tro. ¿En que relación se hallan sus áreas? м а CD enF va AB en G. Si las regiones 
z ADFG y BCFG son equivalentes, 


д 2 4-7 847 ә AD=Y/2(DE) y AB-42 . Calcule AG 
A) 3 B) 748 C) + (DE) y . Calcule AG. 
3 2 
A) 242 B) = C) 1 
p 3X5 „6 "a s | 
) 27] ) 39 47 š jm 
D) = E) —— 
4 5 





- PROBLEMA 





ÁREAS DE REGIONES 


En un paralelogramo ABCD, se traza AC 


y se ubica M punto medio de AB , sea CIRCULARES 


ACAMD=(0Q) ¿Que porcentaje del área 
de ABCD es el área del triángulo MCQ? 








PROBLEMA 
Е E) im e) 9S En la figura AB=L, halle el área de la 
D) 1/3 E) 1/5 región sombreada. 


PRoBLEMA E: CAN 


Se tiene un hexágono regular ABCDEF de 


5 Q Ó Q 4 Q Q Q $ ФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 


lado “a”. Sea M punto medio de BC , se 





dibuja el simétrico del hexágono dado, н 
según el eje que contiene a FM. Hallar el $ 
área de la región común a los dos + 
polígonos. š 
З ; 3 2 M ра És | 
А 2 ву 285/3 с) 2843 $ e i= E 
) 6a^43 | 2 ) 4 ° A) 127 1) Б) 3 C) 4 
8 ? [3 2 2 [3 M [ 12 
Di 3? E) 3^ + D) —(5n-643) E) —(n- 2) 


DX 
» 


PROBLEMA ч PnosLEMA ШУЙ 
< 
En el rectángulo ABCD, en la prolonga- „ En un ángulo están inscritos tres circun- 


ción de AD se ubica E, por dicho punto ? ferencias tangentes exteriormente dos а 


se traza una recta secante que interseca * dos. Si el área de los círculos menor y 
> 
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со Аме 











GEOMETRÍA 
mayor son S, y S,. Halle el área del círcu- š A. +A 
; š : 2 FA i 
lo intermedio. 4 A) A, — A, B) M Ta C) A, - 2А, 
52 (S. x 
— == ; А,-А 2А, +A 
А) \/5;,5; В) 5, С) S, * D) E l E) > 2 
to 
D) S+S, Е) 5,5 2 
+ PROBLEMA 
РвовгємА ТЕЙ i Sea el sector circular АОВ (OA- OB = HJ 


cuyo ángulo central mide 30°. Se trazan 
BDLOA y AELOB. Si BD v AE yu 
intersecan en P calcule el área de la ru 
gión del triángular mixta APB. 


Dos circunferencia congruentes son tan- 
gentes exteriores en А, se traza el segmento 
tangente exterior BC . Si el radio de una 
circunferencia mide 2m entonces el área 
de la región triangular mixtilínea ABC es 
(еп m*): 


A) 6-1 B) 8-2n C) 7-7 





5 2 + $ S 9494609 


A R(n- 18+12./3) B) = _(т+18- 124/4) 


— 


59944 


R? R? | 
° C) 15 1246/3) D) 15012-6453] 
D) g An E) 9-27 


PROBLEMA ӘР 


En una circunferencia cuyo radio mide 5m, „ PROBLEMA 


. ° «> ` л 
se ubican los puntos consecutivos А, В y > En la figura mostrada, las circunferencias 


C tal que: mAB=72* y mBC-54*. Cal- $ son congruentes. Además M,N,A,B,C y 


cule el área de la región limitada por AB, + 
+ D son las áreas de las regiones sombrua 


2 
E) 5 (л-12+65/3) 





TELLETT 


BC y AC (en m? ° 
y АС (en m’) ° MEN 

A) 2n B) 3n C) 4л $ das. Entonces А+в+Сър 9 

D) 5л E) бл d 


En el semicírculo de diámetro AB y cen- + 
tro O, se trazan los radios OC y OD, т 
con OD bisectriz del «АОС .Si los segmen- : 
tos circulares determinados por AD y BD : 
tienen por áreas A, y A,. Calcule el área ° + A) 1/4 B) 1/2 C) 1 
del sector circular BOC. + D) 1/3 E) 2 











JTORIAL CUZCANO 


PROBLEMA Bale "i: SEMINARIO 


En el siguiente gráfico, se muestra los diá- 
metros AB y CD perpendiculares en F, 
A =R. Hallar el área de la región 
sombreada. 





\) SR'GVS =n) В) 2863/3 - n) 
E 4р2 J/3 2 2t [3 
C) ZP (3У3 - 7) р) 2. 3 -m) 


E) 2852/3 - n) 


PROBLEMA 





Jado el pentágono regular ABCDE, + 


¡'AB=(. Entonces el área de la región 
'sombreada será igual a: 











ÁREAS 


2 
£ (8n=5 10-245 -5/10+245) 


E 


E 


2 
£ (87-5 10 +245 - 5/10 4 245) 


C) (8-5 10-245 «54/10 « 245 ) 


2 
D) É (8n- 10-245 - 54/10 - 245) 


E) 2- (8л-5{10+ 2/5 +5410 + 24/5 ) 


| 


$064 o 6060040064646 04046 04 BRA 


¿+ ABCD es una región cuadrada de 45u* 
5 de áreas, M, N y C son centros de los 
* arcos de circunferencia. Calcule aproxi- 
e | 

+ madamente el área de la región 
* sombreada. 


na 


TTILE, 
do Же 
o N 
B B 
M 


е 


> С) 10m’ 


M D) (443 -m)u2 
" 





< 
* E) 6(n-J3)u* 


Рвовіғма ЕЩ 


En un círculo de diámetro AB y centro O, 
se trazan los radios OC y OD, siendo 
OD la bisectriz del ángulo AOC. Si los 
¿ segmentos circulares determinados por 
2 AD y BD tienen áreas A, y A, respecti- 


669009024 


^ 


С>; 
UZCAN 





vamente, calcule el área del sector circu- 
lar BOC. 

A) А, — A, В) 2A,-A, 

C) 2(4, - A) D) A, - 2A, 

E) A,+A, 


PRonLEMA P: EP 


En la figura mostrada se tiene la semicir- 
cunferencia de diámetro AB y centro O. 
El centro del arco OF es el punto A. Si 
OA-OB-R, halle el área de la región 
sombreada. 





? — R* ==> 
А) —(1243-7-) В) 3 (1043 – x) 
R* R* >, 
as (1043 — n) D) 48 (1243 – m) 


E) К 0242 - n) 


PromLema E FER 


En la figura АОВ es un cuadrante, O, B,C Z 


y D pertenecen a una circuferencia de ra- 
dio. Si mBD -45? Hallar x + y 
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"^^v 9692952 





2 2 
A) => B)R^(J2-1) C) (х=) 


R* R? 
D) (7-1) E) 5 3-1) 


LIE E Ó 5 $ 5 Q Q 


I PROBLEMA Е 


> Si en la figura, el radio de las dos circun 
* ferencias mide R entonces el área de la 
> 

e región sombreada es: 





JOE Q RENE EE ERR 9496 9 4 


D 
2 


R? Rš 
— (n3 +1 — (21-43 - 3) 
12 (n ) B) TA 


c * 
D D DC 


R (ол—./$ R 343 
— - — 3X3 -3) 
12 (21-43) D) 19 (m+ 


“ 
О 


Rš 
E) i5 (0 243-3) 


599449 








EXAMEN PARCIAL 


ProsLema LEN 


+ 
Ra 
> 
> 
D 
< 
de 
4 
o 
> 
D 
> 
> 
% 
e 
e 
D 
^ 
> 
+ 
> 
D 
D 
> 
e 
D 
< 
> 
$ 
D 
< 
> 
D 
<, 
D 
D 
e 
< 
+ 
o 
e 
> 
> 


PROBLEMA ШЕЙ 


Si O, y O, son centros de las semicircun- 
ferencias de la figura adjunta. El valor de 
la suma de áreas sombreadas es: 


En la figura mostrada, BC es diámetro. 


BM es mediana del triángulo ABC, si 


m«CAB-60? y AB-/. Halle el área de 
la región sombreada. 


g? 
A) gy2) 





C 
p? 
B) — (1-43) 
8 
2 
C) _(л-./3) * 
B" 4 
p? 
D) = 0-3) 
A B 





pi J2 
E) E 2) 


PRonLEMA P: ELA 


En la figura, se muestran dos circunfe- 
rencias concéntricas de radios R y 2R. Cal- 
¿cule el área de la región sombreada. 


E) i" (214 43)u* 





: 


En la figura mostrada, la diferencia de 





3 ** 
A) ¿TR , las áreas de las regiones Z e Y es 20и, 
| + calcule el área de la región X. 
p E н 
3 * A) 30u? 
| 2 te 
C) AR > B) 35u* 
nR? * C) 40u? 
D) M 
3 55 
* D) 45и? 
3nR* > 








E) 50u* 


o 
«e «e «le 4% 





С>; 
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PROBLEMA P: ET 


Se tiene un triángulo equilátero ABC cuyo à 
lado mide 2a con centro en B y radio la 4 
altura del triángulo se traza un arco que ` 
interseca a los lados AB y BC en los pun- 





CUARTO SEMINARIO 


tro en el punto medio de AC y radio “a 
se traza un arco que interseca a los lado 


+ 
+ PromLema RETA 


+ 


GEOMETRÍA 


CUARTO SEMINARIO 


* En la figura el triángulo FGH es equilátero 
> FG y GH son diámetros, el arco FH ha 
2 sido trazado con centro G. Hallar el área 


* de la región sombreada, si FG=a. 
tos E y F respectivamente, luego con cen- „ 


* 
d 


AB y BC en los puntos M y N respectiva- * 
mente. Calcular el área de la región limi- < 


tada por dicho arcos y los lados AB y BC. 


a* a* 
A) g 0-3) В) z 61-343) 
a* a* 
C) < 41-983) D) g 4-3) 
а? 
Е) < (Ən- 8) 
«t. + te 
% 
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D D D DO p D de de «e ee «le «le de «e e D 


* 


e 9 


" * A) a*(n- 43) 





B) 2a*(n- 2) 

C) 2a*(n- 3) 
a* 

D) q 0-3) 

E) a?(n- 42) 

DX ale 








ÁREAS DE REGIONES 
TRIANGULARES * Se tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 


° to en B, se ubican M y N en AB y X 
¿+ respectivamente tal que: AM = MC = 
Рвовіғма ЫҢ > Si las regiones MBN y AMNC son Е 
2 tiene el cuadrado ABCD, se ubica Р > lentes, calcule el inradio del triángulo 
en BC, luego se trazan las alturas BQ y * + ABC. 
CR en los triángulos ABP y PCD respecti- 
vamente, tal que B, Q y R son colineales 
es punto medio de QR , si AQ=a y 
RD —b, calcule el área de la región trian- 








A) t B) с) - 
E 3 


D) tJ2 E) xD 














gular AMD. 
ab ab a 4 b* 
A. 5, 2 2 4 PROBLEMA 
a+b? a* +b? En el interior de un çuadrado ABCD, se 
D) — E) 75 ubica el punto Р. tal que mxAPD=90°, 
si las áreas de las regiones APB y DPC 
son S, y S,, calcule el área de la región 
)BLEMA P; EY: APD е 


el gráfico, ABCD es un cuadrado y el 
adrilátero MBCN es inscriptible. Si 
'AB=8, calcule el área de la región 


А) 2/5,S, В) 5/8; C) JS,S, 


sombreada. 
5,5 yS,S 
А) 843 D) a e um 
B) 1643 
Promnuema DET 


En los lados AB y BC de un triángulo 
D) 443 ABC se ubican los puntos M y N respecti- 

| vamente, tal que MN determina regiones 
E) 16 A D ` equivalentes, si АМ=1, MB=2 y BN-3, 


$64696099949906990999499€9€999909942299 2102094923 





de 








Z. 
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calcule NC. 
A) 0,5 B) 1 C) 1.5 
D) 2 E) 2,5 


PRonLEMA DELO 


Si (AB)? - (AC)* = 200, calcule el área de 
la región sombreada. 





A) 50 
B) 75 
C) 100 
D) 150 


E) 200 





Si M y N son puntos de tangencia, MN=4 
y mNB=30?, calcule el área de MNL. 


A) 43 
B) 243 





C) 343 
D) 443 





E) 543 


PROBLEMA bie El: 


Si A, B, C, D Ey F son puntos de tan- $ 





> Ó Q Ó Ó Ó Q Q Ó Q < 


erecto. 





. + №, * 
D ° hi d ho d e, 


A)6 B)8 C)10 D)12 E) 14 


PRonLEMA EE rl 


Si AM=MB v el área de la región NOTI 
es 8, calcule el área de MNB. 





Q + + Q rr Q Q Ó Q+ Ó Q + Ó 4 Q + Q Q Q Q фф + Ó ФФ Q$ Q 


* Dado un triángulo ABC, la mediana AM 
+ intersecta a las cevianas BD y BE en ( v 
* N respectivamente, si AD=DE=EC, cal 


cule la razón entre las áreas de las reqio 
nes ABC y DONE. 

A) 50/11 B) 5 C) 60/11 
D) 65/11 E) 70/11 


PRoBLEMA N°151 





gencia, m«CPF + m«BFQ -180* , PF=FQ S Se ubican los puntos P R y Q en los la 


y S,+5,=8, calcule S,. 


220 


š dos AB, BC v AC de un triángulo ЛИ! 
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EDITORIAL CUZCANO 


respectivamente, de modo que QR//AB 


y PQ//BC, si las áreas de las regiones 
APQ y QRC son 4 y 9 respectivamente, 
calcule el área de la región PBRQ. 


A) 12 B) 14 C) 16 
D) 18 E) 20 


РвовіғмА Ж 


En un triángulo rectángulo ABC recto 
en B se trazan la ceviana interior BD; 
M es punto medio de BC , se traza la 
altura MH del triángulo MBD, tal que: 
(MH)(AC)232u* ;  m«BCA-40*; 
m«DBA - 30? . Calcular el área de la re- 
gión triangular DBM. 


A) 8u* B) 4u? 
D) 24u? E) 32u* 





C) 16u* 


PROBLEMA 





En la región interior de un cuadrado 
ABCD se ubica el punto P; la paralela a 
AD trazada por P interseca a ACen Q 
de modo que: AQ-3(QC); BP=3u у 
m« BPA =909 ; 


gión AQD. 
A) 27u? B) 15u? C) 12u? 
D) 26u? E) 13,5u* 


En el triángulo ABC, se traza la mediana 
BM, sobre ella se ubica Q y se trazan las 





perpendiculares 





calcular el área de la re- : 


QH v QP a los lados м 


ÁREAS 


B y BC respectivamente. Calcule: QPF si 
Q=3u, AB=8u, BC=12u. 


) 3u B) 2,5u 
) 3,5u 


Ll» 


C) 2u 
E) 4u 


O > 





Se tiene un triángulo rectángulo ABC, 
recto en B; se traza la altura BH; tal que 
la bisectriz trazada por C. Interseca a 


BH y AB en My N respectivamente. Cal- 


cular el área de la región triangular ABC, 
si MC=8u y CN=10. 


A) 33,75u* B) 120? C) 18u* 
D) 24и? E) 36u* 
PROBLEMA 


Dado un triángulo ABC en el cual se tra- 
zan la mediana AM y la altura BQ se- 
cante en R, desde R se traza la perpendi- 


cular RH a AB (H en AB). Si: RQ=4u, 
+ AC=12u y AB=8. Halle RH. 


PODIA 


> A) 6 B) 5. C) 9 
* D)4 E) 10 


D Do “ 


> PaonLEMA 277 


Se tiene un cuadrado ABCD, de lado a, 
con diámetro en AD se traza interiormente 
una semicircunferencia y luego se traza 
tangente BT a ella, T es punto de tan- 
gencia, calcular e] área de la región trian- 


errors... 





«© 
UZCAN 





gular CTD en términos de “a”. 


2 


№ 





А à 5 
2 2 

Dig  ®ж 

Promema E: r: 

Si AB = 5 y CD = 2, calcule el área de 

la región sombreada. 

A) 2 

B) 3 

C) 4 

D) 5 

E) 6 


PuosLEMA E: TR 


Se tiene una semicircunferencia, de diá- 
metro AB y centro O, luego se traza la 
circunferencia, de centro O,, tangente a 
AB en A, si la lonaitud del segmento tan- 
gente comün es a, calcule el área de la 
región triangular BOO,. 


a* а? а? 
А) Fa B) 3 C) 2? 
О) а? E) 2а? 
PROBLEMA 


Dado un cuadrante AOC, de centro O, 
tomando como diámetro AO se traza 
interiormente una semicircunferencia, 
cuyo radio es 45, luego se ubican los 
puntos B y D en el cuadrante y en la 
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GEOMETRIA 
ч semicircunferencia respectivamente, tal 
+ que ABCD es un romboide, calcule el área 
+ ; 

+ de la región triangular COD. 





$ A) 2 B) 3 C) 4 
5 р) 5 Е) 6 

2 

M ÁREAS DE REGIONES 
+ CUADRANGULARES 


Pron хма PREM 


En el gráfico, M y N son puntos de tan 


oso 


x - - >) “>” 

+ gencia si % v @ son ortogonales y 
+ А 

«+ MN=10. Calcule el área de la región 
м sombreada. 


* A) 100 
> B) 50 
> 

& C) 25 
> 


> D) 5042 
& 


+ E) 2542 
$ 


š PROBLEMA 79 


+ En el gráfico, СМ = MD y el área de lg 
región rectangular ABCD es 120. Calcule 
el área de la región sombreada. 





d 


"T 





5999999999949 


В) 40 С) 50 


Е) 45 


> $ 6 









EDITORIAL CUZCANO 


Promema ЕТ 


En el gráfico, calcule el área de la región 
sombreada. Si AB=R, MN=2(AM) y 
АТ = 5 (Т es punto de tangencia) 


A) 4,5 
B) 345 





cy 10 
3 

'D) 3 

E) 2/5 


РвовкмА ЕТ 


En el gráfico, A,B,C,D,E y F son puntos 
de tangencia. Calcule el área de la región 
'sombreada. 








PROBLEMA Pale 1 


n el gráfico, halle el área de la región 
ombreada, si ABCD y EFGD son cua- 
rados, CQ=a y FG=b. 





ÁREAS 








¿LPI 


| 





alcule el área de la región paralelo- 
grámica OAMP si OP- a. 


O 


yox 
ha 


GEO ш >» 
QƏ 

9, 

N 


t b Qd b h. Фф фф 





Las 
сл 
A 
A 


; En el gráfico, AD=4, DP=5 y PQ=7, 
, Calcule el área de la región sombreada. 


6466004 





664 4e 660602244 








IN 335 
7 2 ! 74 
p 33 315 

8 ! 8 


PROBLEMA bài 


Se tiene un cuadrilátero ABCD inscriptible 
y circunscriptible a la vez, tal que AB=2, 
BC-1 y CD=4. Calcule la medida del 
radio de la circunferencia inscrita en el 
cuadrilátero. 


A) 43 
D) 46/2 


В) J2 
Е) 46 


C) 410/3 


PROBLEMA 


En la figura ABCD es un romboide. Si 
S, = 8 v S, + S, = 18, calcular 5,. 





A) 10 B) 26 C) 20 
D) 22 E) 16 
PROBLEMA 


En la figura A y C son puntos de tangen- * 
cia. Si AB=6, BC=3 y CD=5, calcular 
el área de la región sombreada. 


324 





GEOMETRÍA 


> A) 5421 
н * B) 6/21 

* C) 7421 
М > D) 4421 
E) 1546 





E 





En la figura mAB=150* y AC=12. Cal 
cular el área de la región sombreada. 


A) 12 
B) 16 
C) 18 
D) 22 
E) 24 





>! 


i AQ=8; calcule el área de la región 
ombreada (T punto de tangencia) 


6 Y 


EII TT EII 


> A) 16 
н „ В) 8 
: C) 4 


+ D) 22 





* E) 24 


> PROBLEMA N°173 | 


: 
* Siendo ABCD un paralelogramo, calcu 


* lar la razón entre las áreas de las reqiones 








EDITORIAL CUZCANO ÁREAS 
AEBD y ECD. A 

A) 2/3 > Calcule el área de la región sombreada si 
B) 1/4 $ PH- 46. 

C) 1 з А) 6 

р) 2 Ж * B) 18 

Es. Ё b $e 








Si OB=10 y T es punto de tangencia; 
calcule el área de la región paralelogra- 


0909600690424 
m 
№ 
LA 












mica OQPB. Рвовіғмл ОЙ 

А) 60 e En la figura mostrada, ABCD es un 
4 paralelogramo, L es mediatriz de AB, 

B) 40 + AP=6 y PD=4. Calcule el área de la re- 
- ге 
> gión cuadrangular ABCD. 

С) 50 e 

| 2 А) 24 

D) 80 М 
: B) 64 

E) 20 5 
* C) 48 
+ 

| e 

Prosrema BEAN $ D) 72 

Si ABCD es un romboide y MN//CD. ы E) 60 

"Calcule el área de la región ABCD en fun- + 

ción a 5, y 5,. : 

' + 

А) 2(5, + 5,) Ф 

x : En un triángulo ABC se traza la altura 

B) 4(S,+S,) * BH yla mediatriz de AC la cual interseca 
b ——— 

Р > ¿+ a AB en R. Calcule el área de la región 

С) (5, + S) 2 cuadrangular RBCH, si el área de la ге- 


! < ° gión triangular ABC es 64. 
n 2 % 22 
205, eS ШШ / „| В) 32 С) 42 


E e 
E 8(5,+5,) н D) 28 E) 48 





Z. 
ZCAN 








En un trapecio rectánqulo se traza una 
recta secante paralela a sus bases deter- 
minando dos trapecios parciales circuns- 
criptible. Calcular el área de la región li- 
mitada por el trapecio inicial si sus lados 
no paralelos miden a y b (a > b). 





aie tb) 958-0) ah 
A) > B) > C) 2 
а? +6? 
D) nw E) ab 





PROBLEMA EZ 


Calcule el área de un trapecio rectángulo 
circunscrito a una circunferencia, si las 
bases miden a y b. 


A) ab B) ab/2 C) (a + b)* 
D) ab4/2 Е) ab4/3 


ÁREAS DE REGIONES 


CIRCULARES 


PromLema 77 


En el gráfico, halle el área de la región 
sombreada. 


A) a*(n-2) 
B) a*(4-1) 








C) а?{л- 2) 


D) 





py 25 





GEOMETRÍA 


PROBLEMA LEOA 


Según el gráfico, calcule el área de la re 
gión sombreada, si R = би. 


A) 3nu* 


AE A 


© В) бли? 


Pd 


: C) 343nu* 


o < 


D) 4nu* 





E) 4/3mu* 


PromLema E: CE 


* Según el gráfico P Q y T son puntos de 
z tangencia. Calcule el área del círculo en 
* función de R. 


566000000404 


q y 94 


566 e 





de de «Le «e e 


1 в? 
9 


9 9 
2: R? s d R? 
0.35" ВУ ФЕ" € 


2 
лк? 
E) 5 


EEE 
iz 
x 
A 
ra 


< PmosLEMA Т7 


* En el gráfico, Р, T y Q son puntos de tan 


M с-а 5 
a gencia. Si mMT=mTQ , calcule — . 
„> 2 


> > < 








EDITORIAL CUZCANO 





a=b’ b* 


D) E) = 


b* 


РвовемА DECH 


Se tiene una semicircunferencia cuyo diá- 
metro es AD; en AD se ubican los pun- 
tos B y C tal que: mAB - mBC - mCD ; 
luego se traza BH LAD ; si AD=8; calcu- 
lar el área de la región limitada por: BH , 
HC y mBC. 

8n 7n 


А) > В) 3 C) 2n 
py > py Ax 
д ДЕ: 





PROBLEMA bà Ll: 


A distintos lados del diámetro de una cir- 
cunferencia se traza las cuerdas AB y 
CD tal que AB//CD; AB=6, CD=8 y 
mBD - 90? ; calcular el área de la porción 
de círculo limitada por dichas cuerdas y 
los arcos AC y BD. 


48-- 25л 46--20n ` 
a) | 2 | в (e, | 








ÁREAS 


C) 3(21+) D) 5(6-n) 


42 4 10n 
e [ E 





Si ABCDEF es un exágono regular; 
DT-642 у T es punto de tangencia; cal- 
cular el área de la región sombreada. 


NO 
БЫ 


С D 








) 107 


) 121 


С "ouo 


) 147 


d 
— 
00 
73 
> 
" 


ROBLEMA >Ш !: 1: 


PAI 
T 


e 9e tienen cuatro círculos no secantes en- 
* tre ellos y de igual radio; uniendo los cen- 
e tros se obtiene un cuadrilátero irregular 
* convexo; calcular la suma de áreas de las 


5 porciones de círculos que se encuentran 
* en el interior del cuadrilátero, si el radio 
z es 1,5. 

4 > 

2 А) 2,251 B) 2,75n C) 4,30m 

e 

+ D) 3л E) 3,25n 

E 

Le 

E 

+ PROBLEMA 11 

+ 


* En un triángulo rectángulo ABC , recto 
+ en B, se traza una circunferencia que pasa 
* por B y por el baricentro “С” del triángu- 
> lo ABC, dicha circunferencia interseca a 
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OS: 
CUZCANG GEOMETRÍA 


AB y BC en “M” y “N” respectivamente > PROBLEMA 
tal que 4(BC) = 9(MG) y AC = 18. Cal- + ^ | 
cular el área de la región limitada por la + Se tiene una semicircunferencia de diñ 
circunferencia. + metro AB y se traza una recta tangente 


e. , 
* en el punto T intersecando a la prolonga 


A)4r B)8z С)16л р)12л E)6a š ción de AB en el punto P, tal que 
+ m<TPA=m<TAB v AB=4cm. Calcule e| 


PRonLEMA DECH x área del segmento circular AT. 


“e 
Calcule el área de la región sombreada si : A) 1 4n-343) B) 1 an - J3) 
mAQP - mTNP ; T y P son puntos de tan- : 3 2 
gencia y r=4. 





°° 


C) = 2n— 8) D) 5 (4-348) 


E) 2 (4n-43) 





A T —n 
A) (81-9) B) (161-5) 


Ров ема 27 


Según el gráfico, calcule el área de la ге 
* gión sombreada si: CD=R(O, y O, son 
puntos de tangencia). 





T --———— 


C) 2(31-242) D) 321-43) 
E) 4(3n- J6) 


PROBLEMA N°191 | 


Si ABCD es un cuadrado de centro O; 
PC=7 y BP=1, O y T son puntos de tan- 
gencia; calcule el área de la región circu- 
lar sombreada. 








TT AAA 








PRoBLEMA E: CT 


Halle el área de la región sombreada. 





Rš Rš 
A) 2 te B) y Vent) 


R? 
C) R*(n41/2) D) y (9+1 


2 
E) 3) 


Рповіємл ӘС 


Un círculo está inscrito еп un triángulo 
regular. Con centro en uno de sus vértices 
del triángulo se traza el segundo círculo, 
Cuyo radio es igual a la mitad del lado 
del triángulo. Que parte del área del trián- 
gulo constituye el área de la intersección 
de los círculos. 


5432-18 2431-6 2 
EP uu 90. — 93 
D) E) е 





Sea ABCDEF un hexágono regular con 
lado “a” y con su centro en el punto “O”. 
Se ha trazado tres circunferencias: La 
primera con centro en el punto А, pasa 
por los puntos C y E; la segunda, con cen- 
Iro en el punto B, pasa por los puntos O 





PRADO 


e 


E 
E 


<, 
< 
„> 


ÁREAS 


y C; la tercera, con centro en el punto F 
pasa por los puntos O y E. Hallar el área 
de la figura limitada por los tres circunfe- 
rencias mencionadas situada en el inte- 
rior del hexágono. 


A) па?/2 В) na*/3 
D) za^/4 Е) na*/8 


PRonLEMA КЕТЩЩ 


Las alturas del romboide ABCD miden 8 
y 6. Calcule el área de la región 
sombreada (E, F y G son puntos de tan- 
gencia) 


A) (3n-543)/2 


C) na*/6 


B) 61-243 
C) 3n-J3 
D) 4(2n—4/3) 


E) = (41-343) A 


Promema ЕС 


Hallar el área de la región sombreada que 
se indica en la figura. Si el radio de los 


círculos es 43 y A, B, C, D son lo cen- 
tros. 


A) л 
B) 27 
C) 3n 
D) 4n 





E) m6 —2) 





í. 
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PROBLEMA М 4 
+ р) y 41-343) E) 2(4n-343) 
Dos círculos de igual radio están situados : 9 
de forma que la distancia entre sus cen- + 
tros es igual al radio. Hallar la razón en- У PROBLEMA 


tre el área de la intersección de los círcu- 


| + Un círculo de radio R se inscribe un cua 
los y la de un cuadrado inscrito en ella. 


drado, en este cuadrado se inscribe otro 
círculo, en este otro cuadrado y así suce 
sivamente. Calcule la suma límite de las 
áreas de todos los círculos. 


Aj (4n -34/3)(4 4 7) 
27 

(21 -343)(4 – 4/7) 
27 


B) A) 4nR* B) 3nR* C) ]4naR* 
D) 5xR* E) 2лВ? 

(21.-34/3)(2 -- /7) 
Sd 27 


> Ó$ + S 0 o $ Q Q Q 5 S $ Q Q Q 


o. 2009. Ф.Ф 
е. %* b d ы d % 





PA B ы шич 

a 

a 
e 

YA um 
9 2 
Z5 

ya. 

- 


Z LAE 


т АА - 
- 
ч 


V Aou M 
"7 GA A" 
P4 CAT 
T 
CHE A 
- "T 5 

- AE 
- МҮ y 
E 


> Ру. 


—À 
Га 
= ue 
я отно 
ч 
">. 4 
— Ar 
— 
w 
— s 
A - 


-e 
y —” 
d 
> 5 
f a m 
<. 
C * 
—-—— d 
ur de 
A 
= №, 


lema as ¡Propuestos 


a 


ÁREAS DE REGIONES < 
TRIANGULARES > . Las circunferencias exinscritas relativas a 


š los lados AB, BC v AC del triánqulo ABC 
š . de inradio 2 e incentro l, son tangentes а 


PromLema Г x dichos lados en P Q y R respectivamen- 
* te. Si (Sian)Ssma)(Saac)=18. Halle el 
* área de la región ABC. 

> 








En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior AD y en el triángulo ADC la 


ceviana interior DE. < 
Si m«ABD-m«DEC; m«DAC-30* у š B) 9 C) 942 


m«ACB = 7°, calcule la razón de áreas de * p) 16 E) 36 
las regiones ABDE y EDC. 


A) 11/25 В) 11/36  €C)7/25 _ 
D) 7/36 E) 11/16 


PromnLema ГТ 


En el gráfico, A, P T, C, D y E son puntos 
de tangencia. Si АВ=ВС y TP- 1. Cal- 
cule el área de la región triangular ABC. 


^ 
2 
— 
00 


| 


En el triángulo ABC se traza la circunfe- 
rencia inscrita, tangente a AB, BC y AC 
en P Q y T respectivamente. Si 
m«ABC - 2a. y la altura BH mide h, cal- 


cule la distancia de T hacia PQ., 
A) hsena B) 2hsena С) hcosa 
D) 2hcosa E) hsec a: 


Рвові мА Т 





А) 23 


ФФ b b de Q b k b y Ob Q b Q Q QQ 0002 e 


+ En el triángulo ABC se traza la bisectriz 
°. 





B) 3643 5 interior AD, luego se traza la ceviana in- 

C) 36 2 terior BF perpendicular a AD en E. Si 

E. г AB=5, АС=8 y BE=3. Calcule el área 
) 25 A de la región triangular BDE. 

E) 2543 a A) 18/13 B) 15/13 C) 20/13 


5 D) 25/13 E) 27/20 








CUZCANQ 


Promuema ГГ 


Se tienen tres circunferencias concéntri- 
cas, se ubica un punto en cada circunfe- 
rencia de tal manera que el área de la 
región triangular cuyos vértices son dichos 
puntos tenga área máxima. ¿Qué punto 
notable es el centro para dicho triángulo? 





GEOMETRÍA 





| 


n un paralelogramo ABCD en AB se 
bica el punto M, tal que BDAMC=(N) 
i las áreas de las regiones BCN y NCD 
son A, y A, calcular el área de la región 
triangular MAD en función de A, y A, 


m 


О Е 


А) incentro В) circuncentro А) Аз-Аү B) Аз+Аү C) Аз -Аї 
А, А, А, 
С) ortocentro D) punto de Fermat 
E) baricentro А5+А{ А?-А$ 
БАЛТА. DM ДЕ 
1 1 


Рвовіғмл Г 


Si los lados de un triángulo rectángulo se 
encuentran en progresión aritmética de 
razón K. Calcule el área de la región trian- 
gular formada al unir los excentros. 


A) 20K? B) 50K* C) 40K* 
D) 30K? E) 60K* 


PROBLEMA ГГ 


En el gráfico, A y B son puntos de tangen- 


cia, mAB = 2(m«NPB) y (PH)(NP)=10, 
calcule el área de la región sombreada. 


r 


n el gráfico mostrado, O; centro AB= a 

BC=b. Calcule el área de la región trian 

o MNP (D y E son puntos de tangen 
cia). 


< m 





a? 4 b* аЬ? 
А) 4 А) (а+Ы)ҹуа2 «b? В) ауа? +b? 
В) З ab? — 340 ‚5? 
C) 5 C) (a+b)/2(a? +62) +b*) D) жа+ъу/а 2(a+bWa? + b° 
D)7,5 2a*b* 
E) 8 zi (а+ ҹа? +b? 





ESA a н Cot" DN A a 
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En un triángulo rectángulo ABC recto en 
B se traza la ceviana interior BP tal que: 
m«xABP = 3(m« BAC) . 

Si AC-3(BP)- 12, calcule el área de la 
región triangular ABC. 


A) 743 B) 546 C) 645 
D) 947 E) 647 


Segün el gráfico AD-DB-2(BE), 
DM=ME. Calcule la razón de áreas de 
las regiones triangulares ABC y PMQ. 





py 16 
) 15 
m5 
Де 

4 
Oz 
p) > 

5 

64 
E) 75 





PROBLEMA 





En la diagonal AC de un trapecio rectán- 
gulo ABCD, recto en A y B se ubica el 
punto M, luego se traza МН 1 AB 
(He АВ). BH=a y AD=b, calcule el área 
de la región MCD. 


A) ab В) ab/3  C)abyY2 
ab ab 
D) 7 E) 2 


E 

š PROBLEMA ШЕ 

„ Se tiene el cuadrante AOB (O es centro) 
н en АВ se ubica еп М, se prolonga AM y 
+ se ubica N, tal que m«MNB =90° , Si la 
š razón de áreas de las regiones trianqula- 


M res AOB y MNB es 2,5. Halle mAM . 


° A) 45° B) 37° C) 53° 
* D) 60° E) 67,5° 

+ 

4 


> PRO BLEMA NO 215. 

* Se tiene el rectángulo ABCD, P en AB y 
*Q uniBC. Si: Soo e5; Sag «3. y 
* Soc» = 4. Halle Spon- 


A) A60 B) 8 С) J21 
D) 2415 E) 12 


o... 


e 


de 


En el gráfico, AP = J2 y AE = BC, cal- 
cule el área de la región sombreada. 


Y 
— 


т 
| 





En la figura, ABCD es un romboide, 
FE//AB, S,, S, Sy, 5, y S¿son las áreas 


de a A a o +$ Q $ $ Q ERE Rx 
| U 
> 
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de las regiones sombreadas, halle la rela- $ 
ción entre ellas. 


^ PROBLEMA 


> En un triángulo rectángulo la circunferen 
. Cia inscrita es tangente a los catetos en P 
+ > y Q y a la hipotenusa en M. Calcule la 


` distancia de Ma PQ sabiendo que la 
; suma de las inversas de los exradios rela 
> tivos a los catetos del triángulo mencio 


nado es igual a x v el circunradio es 


642 . 


4 7 
A) =%2 В) 2 C) 2 





А) S,+S¿=S,+S,+S, 


В) S,+S;+S, =S, +S, 
D) 22 E) 22 


En un triángulo ABC, se trazan las cevia 
nas interiores AM, BP y BQ (Pe AQ), BP y 
BQ intersecan a AM en T y L respectiva 
mente PM, TC y BQ son concurrentes 
Si m«BAM-15?, m«TBL-2m«BMI 

AT=2 y LM=3, calcule el área de la re 
gión triangular TBL. 


A) 1м? B) 0,5u* C) 2u? 
D) 2,5u* E) 3u* 


C) S,4S, S. +S, - S, 
D) S,4* 5,4 5; 5S, +S; 


E) S,+S,+S;=S;+S; 





En la figura, B Q, T, N, L y M son puntos 
de tangencia, si (PA)r-36u*, calcule el 
área de la región ABC. 


EA Ф441 фф ФО ФФ ФФ ФФ Фф офф фф 


D D 


ÁREAS DE REGIONES 





CUADRANGULARES 


Pros + 909 


PaenrEMA ТҮЙ 

En el cuadrilátero inscrito ABCD, se ubi 

: ca Men CD tal que las regiones ABCM v 
‚ ADM son equivalentes e isoperimétrica: 

D) 78и? E) 81,4? > Si mAD=120° y mBC=50", halle mCD 





^ 4 < 


A) 721? B) 76u* C) 75и? 
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EDITORIAL CUZCANO ÁREAS 
A) 70* B) 60* С) 120° A) 48 В) 36 С) 42 
р) 50° Е) 80° + D) 54 E) 40 
M 
PROBLEMA УУУ > Promzema ЕГ 
Se tiene el cuadrilátero bicéntrico ABCD, : 


con AB=6, BC=5 y Ср=9, calcule el 
radio de la circunferencia inscrita. 


li BL СУЗ -DA Est 


En el gráfico, AT=5, TS=3 y PM=MH=2. 
Calcule el área de la región romboidal 
ANML (T es punto de tangencia) 


8 
A) a 





B) 847 
C) 347 


3 
D) = 7 





8 
E) y 
‚ууз 


PROBLEMA ЫЕ? 


Еп el gráfico, BN=NT, AN= 245 y 
TD=2(AT). Halle el área de la región 
sombreada. 








* En el gráfico, BP=PT=3 y PD=2, calcu- 


> le el área de la región sombreada (P, Q y 
T son puntos de tangencia) 


A) 6415 


he d 





AAA Q $ $ + $ $ Q+ + 4 
"7 


+ Calcule el radio de la circunferencia ins- 
š crita en el cuadrilátero MBCN, si 
* mEA=mAD , NC = 4cm, MN = 3cm v el 
+ área de la región sombreada es igual a 
5 6/10cm?. 

+ 


А) < бет 
B) V 5cm 
C) 2./3ст 


D) “Бет 





Е) < Bm 


T2117 T - 1. 2. + 2. 5 $ 2 5 
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que el perímetro de la región triangular 
CPD es mínimo. Calcule el área de la m 
gión triangular CPD. 


a+b a+b abh 
A) (2h B) ЕЭ; С) 


б + 


En la figura, calcule el área de la región 
sombreada, si PS=8m (D y E son puntos 
de tangencia) 


h/ab hva? +b? 
2 E 2 


En un rombo ABCD en BC se ubica Ml 

punto medio M. Las diagonales del rome 

bo intersectan a АМ y MD en N y Ë 

respectivamente. si: NQU=5u J 
: m«BAD - 74 . Calcule el área de la región 

PROBLEMA ОУУ e limitada por el rombo. 

> A) 284и? В) 216u2 С) 3241 

* D) 3564? E) 420u? 





A) 64m? B)32/2m? С) 32m? 
р)16/2т2 E) 128m? 


AEREA 
O 


En la figura, T es punto de tangencia si; 
m«AFH = mAF , FH = би y AH = 2(HD), 
calcule el área de la región sombreada. 


| 





Halle el área de una región limitada үн 
un trapecio bicéntrico, cuyas bases miden 
4m y 9m. 

A) 25m* B) 30m* C) 39m 

D) 36m* E) 24m* 


| 





En un trapecio ABCD (BC // AD) АОФ 
A) 9 B) 943 C) 942 se inscribe un rectángulo PQRS, tal que 
D) 945 E) 947 + ОєАВ, ReCD y PSCAD están имай 

M dos en AD.Si AQ-2(QB), calcule la ma 


PROBLEMA 7 + zón de áreas de las regiones limitadas pot 


d dichos cuadriláteros. 
En el trapecio rectángulo ABCD, recto en „ A) 8/19 B) 7/16 C) 8/5 


A y B, se tiene que BC=a, AD=b y ° 
AB=h. En AB se ubica el punto P tal « D) 23 E) 815 


+ + S + Q + + + + Ó Q+ Ó Ó $ Ó $ $ + Q Q *$ 








A ША) КД... N° 233 











n el gráfico, r es inradio del triángulo 
ABC. Calcule el área de la región PQR. 





E 3 

) gg QR) B) S GR-n 
2 2 

С) 28+) D) “28-1 


JEER- 


OBLE N° 234 


Se tiene los cuadrados ABCD y MNLP 
tal que A, D, L y N están sobre una cir- 
unferencia de radio R, BCcMP, 
AD y NL están en distintos semiplanos 
especto de MP. Si R-/10 y CD=2, 
le el área de la región MNLP 


A) 400 в сало 
A) = С) 

64 
D) 320 E) = 


LEMA B. ir * F: 

En el cuadrilátero circunscrito ABCD, se 
cumple т<ВАО =37° , m«ABC -90*, 
JC-NQ-5 y Ар+ВС=21. N está en 
AB y Q en AD tal que NQ es tangente 





ÁREAS 


+ . - - 

„ а la circunferencia. Calcule el área de la 
D „+ 4 

a región pentagonal NBCDO. 


+ A) 56 B) 48 C) 40 
> 
D) 60 E) 50 


Calcule el área de una región rectangular 
cuya base y altura son las diagonales de 
un cuadrilátero del que se conocen "R" 
* radio de la circunferencia circunscrita, "r" 
WE ys NOST ize 

¿ radio de la inscrita y "d" distancia de cen- 
* tros. 


* 


e $ > Q 2 @ $ Фф Ф Ф 


8r*r* 4R*r* 

A) R: dš B) 8Rr C) RIA? 
R^? — 
M E) JR^ «i? 4 d* 


| 


69999990999 9922 
a) 


š En un cuadrilátero inscriptible ABCD, se 
* cumple que AC=CD, т«АСО =90° , 


¿+ 
+ AB-/ y BC-/42 . Calcule el área de la 
$ región cuadrangular ABCD. 


А) 2⁄2 B) 3⁄2 C) 44 


D) 3/5? E) УБ 


| 


Indicar el valor de verdad de las siquien- 
tes proposiciones: 
| 


. Si en una región triangular se cono- 
cen las longitudes de dos lados y la 
medida de un ángulo entonces se pue- 
de conocer el área de dicha región. 


ФФФФФФФФФФФФФФФФФФ 
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ll. En el plano de la región paralelográ- 
mica ABCD se ubica el punto P en- 
tonces se cumple: 


1 
А sapo ТА врс = о Аслвсь 


IIl. Si en un triángulo se conocen el inradio 
y los exradios relativos a dos de sus * 
lados, se puede conocer el área de la 
región que limita. 


A) VFV B) VVF 
D) FVF E) FFV 


C) FVV 





En el gráfico, N es punto de tangencia. Si * 


BM=2 y MN=3, calcule el área de la re- 
gión sombreada. 


A) 7,5 $ 
В) 10 
С) 12 
D) 12,5 
E) 15 








PROBLEMA 


En el gráfico, ABCDEF y LMNPQR son 
hexágonos regulares. Demostrar que 


S+S, +5, 25, t5, +5, 
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6699292979249 


GEOMETRÍA 


ÁREAS DE REGIONES 


CIRCULARES | 





PROBLEMA N° 241_ 


х En el gráfico, Р y О son puntos de tan- 
+ gencia, si ABCD es un cuadrado, AM=2 
* y MB=7. Calcule el área del círculo mos- 
e trado. 


E 

+ A) 361 
& 

e 

+ B) 9n 


> 
> 
š C) 2571 


PELI 


T 
g 
A 
О 
3 





1n 


E 


|05 
a 


+ Se tiene el triángulo isósceles ABC donde 
z la base AC mide 24/2 y las medianas 
* relativas a los lados de igual longitud son 


> 
a perpendiculares. Calcule el área del seg 


+ mento circular determinado por AB en 


* el círculo circunscrito al triángulo ABC 





715 15 5 15 
jy A ss B) =214+2 
) 7272 12" 2 
795 15 725 15 
C) 727779 D) 72772 
725 
5 
ER 72 m-i 


"TT ET 


„ En еї, gráfico, falcule el área de la región 





EDITORIAL CUZCANO 





> 
sombreada. Si АВ= 245 y T es punto de + | R? (л —/3) 
2 








tangencia. 2А К 
> 
> 
2n- J2 
$ в) gn 
“e 
< 
+ C) R*(2n-43) 
e 3 
E 
+ 
* D) p2 (27-42) 
> 
4 3 5 Ts? 
2447 32 2.4.95 
A) pt B) 47 +7 C)47*2 * E рг (27 
> 
D) 643 p) 43 z 
1 4 2 Promema ОЕТ 
> 


M El triángulo rectángulo ABC esta inscrito 


En la fi T | š en la circunferencia '€ , cuyo diámetro es 
па ошо. хае AC, si AB=6 y ВС=8. Calcule el área 

TQ-QB BC=6 y mTP=120", calcular + hoa A A d 

el área de la región sombreada. š ФСС PA a , yw: 





A)l2n Bjó6n С) 4л Ю) 9л  E)l6n 


699905226 


| 


* Se tiene el cuadrilátero PRAH circunscrito à 
* una circunferencia de centro O. M y Q son 


e 


$ puntos de tanqencia con PR y PH, la pro- 
š lonqación de RO corta a QH en B. Si 
* НА+НВ= 6/3 v m<RPQ=m<PHA =60° 
: Calcule el área del sector circular MOQ. 





A) 6n В) 9л C) 127 


D E + 
) 15л ) 187 * A)3n В)4л C)6m D)8n Е)12л 


A, B y C son vértices consecutivos de un : " - 
hexágono regular. Calcule el área de la * En el gráfico, mBC+mABD=180*, calcu- 


región sombreada. + le el área de la región sombreada. 
e 


PROBLEMA Bf Z >: 


TT 





e 
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GEOMETRÍA 


nR? nR? nR’ 
A В) 4 pug 

nR? nR? 

3 Ea 


| 


Dado un romboide ABCD, en la prolon- 
gación de AB se ubica el punto E, tal 
que el cuadrilátero DBCE es inscriptible. 
Calcule el área del círculo circunscrito a 
dicho cuadrilátero. 


Si: mCD-106^, CD=8u y AE-ED. 


2 + + Ó e Q Ó Ó 
O 





En el gráfico, A y B son las áreas de las 


A) 16mu* B) 25m! С) 36mu* 
regiones sombreadas. Si B=2A, calcule 


D) 49mu* Е) 5/2mu* 


` PROBLEMA № 252 | 


Del gráfico, calcule А,+А,-А,; si R=6cm: 
> A; A, y A, son las áreas de las regiones 


PM (D es punto de tangencia) 





T I LT LLL X j < 


Sombreadar 
, А) 6cm? 

A) 1/2 B) 1/3 C) 1/4 + B) Зет? 

р) 3/5 Е) 2/3 
> C) 9cm* 


ProsLema FEET ° D) 12cm 





Del gráfico, calcule el área de la régión $ 

sombreada, si el ángulo entre las circun- š E) 6 2cm' 

ferencias mide 60°. $ 

+ 

+ En la figura mostrada se tiene 3 circunte 
' rencias secantes y congruentes de radio 
> ]cm respectivamente. Calcular el área de 
+ la región sombreada (О y O, son centi 

















En el gráfico, E y F son puntos de tangen- 
cia. Halle el área de la región sombreada, 
si: 








En el aráfico, O es punto de tangencia. Si 
PH-2, calcule el área de la región 
sombreada. 





ETT 


ÁREAS 





A) 2148-443 B) <1+8+443 


C) 2n-8-448 D) 2п+8-3/3 
E) 4148-343 
PROBLEMA 


Calcule el área de la superficie sombreada 
a partir del gráfico, si: AM = MP = PB 





ФфФФфФ 4 Ф 4 Ф4ФФФ 4 Ф 4 ФФФФФФФФФФФФФ4ФФФФФ9ФФФ 


+ А) (В/З)(тхт+/3) В) (R?/6)(n+43) 


C) (R/12)1-43) D) Rím-43) 


Е) (R?/6)(1—4/3) 


Halle el área de la región sombreada si el 


radio menor mide 2cm y los diámetros 
AB y CD son perpendiculares. 








GEOMETRÍA 





* D) 0,2m? Е) 0,1m? 


PROBLEMA AERA 


En la figura, calcule el área de la región 
sombreada, si las tres circunferencias son 
z tangentes y R=6cm, r-3cm.(M, N, Q, 5 
: y T son puntos de tangencia) 


5999999 


“> 





„> 
> 
i 


A) (л-1)ст° B) (x-2)cm* B) 3ncm* 
C) (n-3)cm? D) ncm? C) 2ncm* 
E) N.A. : 





Calcule en forma aproximada el área de 
la región sombreada, si el radio de la 
semicircunferencia es de 1m. PL y Q son 


puntos de tangencia, тАТ=29°у + En una circunferencia de diámetro АВ se 
mBM =45° , + traza una circunferencia que es tangente 
5 al diámetro AB y el arco AB en T y N 
+ respectivamente. Si: AT=2u y ТВ + Hu 
` Calcule el área del círculo menor, 


| 


6999009909000 Q Ó Ó 9 % * S 
J 





> 
> 
O бат 2 8л 2 OAN 
PW. Cas Ча" 
«e 
P 
inet uda 
A) 0,5m? B) 0,4m* C) 0,3m? 4 25 25 
4 


Y. 9. р р. 
+t ы ы ы ho d 24 











PROBLEMA ET 1 


En la siguientes proposiciones indique el 
valor de verdad 


1. Si dos regiones triangulares tienen el 
mismo perímetro entonces sus áreas 
son iguales. 


П. Si un cuadrado y un triángulo equilá- 


tero tienen la misma área entonces el 
lado mayor es del cuadrado. 


Ш. Se cumple siempre para dos regiones 


triangulares a mayor perímetro mayor 
área. 


A) VFF 
D) FFF 


PnoBLEMA Т?З 


En un triángulo ABC las alturas se cor- 


B) FFV C) VFV 


E) FVF 


tan en "O". Si (AC)(OB) =42. Calcule el 
área del cuadrilátero ABCO. 

A) 42 B) 21 C) 18 

D) 38 E) 14 

PROBLEMA 


En un triángulo ABC cuyos lados miden 
5, 6 y 7. Halle el producto del inradio y el 
circunradio. 


A) 32/6 
D) 37/2 


B) 37/6 
E) 32/5 


C) 35/6 





“o 
5 Calcular el área de una región triangular 
+ Cuyas alturas miden 12, 15 y 20 

Le 

x A) 300 B) 150 C) 75 

> 

> D) 120 E) 90 

E 

š PROBLEMA ТЇ 


: Los lados AB, BC y AC de un triángulo, 
5 ABC miden 13cm, 14cm y 15cm. Calcu- 
+ lar el área de la región triangular AIC, sien- 
5 do "I" el incentro. 


> 
+ А) 30 B)42 С) 15 р) 20 Е) 36 
Ф 

+ PRomLEMA ЕТТІ 

$ 


2 Un triángulo rectángulo ABC está inscri- 
+ to en una circunferencia. La bisectriz in- 
terior BD prolongada corta a la circunfe- 
rencia en E. Si BD=4 y DF=6. Hallar el 
área de la región triangular ABC. 


А) 32 В) 40 C)20 D)16 E)24 





PROBLEMA 


LII ф T 


* Calcule el área de una región triangular 
+ rectangular, sabiendo que el inradio mide 
z 3m y el circunradio 8,5m. 


B) 50 m? 
E) 70 m? 


C) 60 m* 


5 A) 28 m? 
< 


$ D) 54 m? 
E 








PROBLEMA 8-0 11:1 


El área de un triángulo ABC es igual a Ç 


36u*. Calcule el área del trapecio que se 
determina al trazar una paralela a uno 
de sus lados por el baricentro. 


А) 16u? В) 20 C)18 р) 22 E) 36 


PROBLEMA 


En un triángulo ABC de 48m* de área se 


ubica el punto “F” sobre AB de modo que + 


AB = 3BF y “M” es punto medio de BC. 
Calcule el área de AFMC. 


A) 32m? В)40 С) 16 р) 24 E)36 


PROBLEMA УГД 


En un triángulo rectángulo ABC la circun- 
ferencia inscrita determina sobre los 
catetos AB y BC los puntos “E” y “F” 
respectivamente. Si AE=8 y FC=10. 
Halle el área de la región triangular ABC. 


А) 40u В) 60 С) 50 D)80 E) 120 


PROBLEMA PEE? 


En el gráfico, ABCD es un romboide, 
AM=MB, PC=PD y BN - NC. Si el área 
de la región sombreada es 24, calcule el 
área de la región ABCD. 





A) 378 
D) 867 


B) 276 
E) 576 


C) 476 
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D 
D 


> 
E 


PROBLEMA 


El área de la región triangular determina- 


+ da por las medianas de un triángulo ABC 
* es 24. Calcule el área de la región ABC. 


^. de de de e e e 4 


A) 28 B) 36 C) 42 


D) 38 E) 32 


^ PROBLEMA ЕЩ 


“> 
E 
4 
Ze 
<. 


E 


e 


Ф999 Ó Q Q Ó Ó Ó Ó Q Ó Q Q + Q + Q Q Q$ E 


D de «e D D Do D < 


e > >> os 


En el gráfico mostrado ABCDEF es un 
hexágono regular con 2m de lado y el 


š triángulo PQR es equilátero. ¿Cuánto debe 


medir AP para que las cuatro regiones 
determinadas sean equivalentes? 


47-43 
/2 


7-42 
`3 


14 -/2 
J3 


J/14 -J3 
J2 





2 





E 


C) 


Y 








Calcule la razón entre las áreas de dos 
regiones triangulares, sabiendo que lo 
lados de uno de ellos son congruentes а 
las medianas del otro. 


A) 1 
D) 1/2 


B) 4/3 
E) 2/3 


C) 2 





El área de la región triangular ABC es 
120m* BM=MC y AE=EF=FC. Calcule 
el área de la región cuadrangular EPQF 


A) 18m? 
B) 15m* 
C) 20m? 
D) 21m? 
E) 22m? 


PROBLEMA N° 276 | 


Se tiene un triángulo acutángulo ABC de 
circuncentro “O” en el cual se trazan los 
diámetros AF, BM y CE de la circunfe- 
rencia circunscrita a dicho triángulo, Cal- 
cule el área de la región triangular ABC, 
si las áreas de las regiones triangulares 
AEB, ВЕС y AMC son 9т?, 16m? y 25m? 
respectivamente. 





A) 31m* 
D) 50m* 


B) 72m* 
E) 100m? 


C) 144m* 


PROBLEMA 





Indique el valor de verdad de las siguien- 
tes proposiciones: 


l. Si dos rectángulos son isoperimétricos, 
entonces son equivalentes. 


Il. Si dos regiones polígonales regulares 
son isoperimétricos, entonces tendrá 
mayor área el que tiene mayor nüme- 
ro de lados. 


Ill. Si de una región triangular se conoce 
las longitudes de dos lados y la altura 





A e + + + a 


+ 
D 


AAA + Фф + 


ФФФФФФФФФФФФФФ 


ÁREAS 


relativa a cualquier lado, entonces se 
conoce su área 


A) FVV В) FFF C) VFV 
D) VVV E) FFV 
PROBLEMA 


Si ABCD es un romboide, hallar el área 
sombreada si M, N, L y P son puntos 
medios. S,,.,, es 12m 


A)lm* 
B) 2m* 
C) 3m* 
D) 4m* 


Е) 6m ^ 





| 


En el gráfico mostrado las áreas de las 
regiones triangulares AEB, BFC y AGC 
son 9m*, 16m? y 25m* respectivamente 
Calcule el área de la región triangular 
ABC. 


A) 31m* 


B) 72m? | 


C) 144m* 


D) 4963 m? 
E) 4961 т“ 





| 


S. | 
GEOMETRÍA | 


CUZCANG 


> 
PROBLEMA Ma ЫЎ 1-10 Ф В) 4(л-4/2) P 











En el gráfico calcular S,, si las áreas de š C) 8(л+1) 
las regiones triangulares BOE v AOD son ¿ FIT 
4m? y 9m? respectivamente. š D) 4(21+1) 


D 
5 E) 4(n-2) 





^ 00586 
: 


* Enun triángulo ABC equilátero cuyo lado 


t 


+ mide L unidades considerando como diá 
metro la altura BH se dibuja una circun 


ы 

















Еп el gráfico, ABCD es un cuadrado y 
BP-442 . Calcule el área de la región 
sombreada. 





E) a (Ren 


E 
< 
А) 5m? В) 2m? С) 6,5m? $ ferencia. Hallar el área de la región co 
š + mún que limitan el triángulo equilátero y 
D) 4,5m E) 3m* < la circunferencia. 
$1 va 12 B 
N° 281 | „ A) —(214+343 B) —(21+343 
Si el área de la región del trapecial ABCD K 12 [2 
es 9m?. Calcular el área de la región £ C) ag 24 N3) D) 1521 3/3) 
sombreada, siendo: AN-NM-MB; + š 
BE=EF=FC ; CP-PQ-QD y $g) (3/3) 
AH=HL=LD. e 18 
e 
A) 1m* > PRosLEMA 77 
В) 2m? А Calcule el área de la región sombreada 
+ 
> л 2 
С) 3m? ° A) z Hr) 
^ 
s vil + B) (8-1)? 
M 4 
E) 1,5m* ° " 
s С)= (R+r) 
II 
+ - 
E 
2 
e 
< 
e 
E 


A) 4(n- 1) 
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PRoBLEMA 77711 


Calcule el área de la región sombreada, 
si: MN =84/2т .(*O" es centro) 


A) (1-2)m* 


B) 2(1-2)m* 
C) 4(1-3)m* 
D) 16(1-2)m* 





E) 8(x- 2)m* 


PROBLEMA № 286 | 


En el triángulo acutángulo ABC, la pro- 
longación de la altura BH interseca a la 
circunferencia circunscrita en P. Si 
mBC - 2(mPC) , BC=13 y HC=15. Halle 
el área del círculo inscrito en el triángulo 
ABH. 


49 
AJ B)25r С)16л D)9m Ej8ln 


PROBLEMA 


En el gráfico, AB//CD, P y T son puntos 
de tangencia. Si OP-6 у 
mAB+mCT=60", calcule el área de la 
región sombreada. 





A) 2043 В) 184/3 С) 1543 





р) 124/3 p) 9/3 
Рповіхмл ЕГ 


Si: ABCD es cuadrado y CE=4, halle el 
á 


rea de la región sombreada. 
A) 2n-2 
B) 21-3 
C) 21-4 


= 
= 
<ç 
+ 
+ 
^ 
< 
E 
> 
“> 
“> 
< 
e 
$ 
© 
«e 
> 


D) 2141 
E 





E) 2142 





PROBLEMA RE 1:7] 
Halle el área de la región sombreada, si 
mAQ = mQB ‚‚ APQT es 
PM=MQ y QN=NT 


equilátero 





2 2 

A) rd) B) m5) 
2 2 

C) 548-32) D) Я (2-3) 


Rš 
E) -z (M-43/2) 
PROBLEMA 71] 


> 
+ 
E 
e 
+ 
e 
4 
+ 
4 
< 
> 
o 
+ 
Ф 
< 
+ 
4 
Ф 
$ 
e 
E 
> 
E 
> 
Ф 
E 
e 
4 
> 
+ 
> 
4 
E 
“o 
2 
+ 
E 
5 
+ 
+ 
> 
+ EDS: x : 
¿ En el gráfico, indique la relación entre 5, 
+ S> S, y S, si el triángulo ABC es 
+ escaleno. 
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А) 5,.5, = S.S, B) 5,-5, = 5,-5, 
С) S,+S, = 5,+5, р) 5,+5, = 5,+5 
E) 5,.5,.5,.5,=(5,+5,+5,+5,) 


PROBLEMA 778 


En la siguiente figura: 3(BC) - 2(CD), 
5,=12m* y S,=5m?. Calcule S.. 


A) 10 


4 


B) 11 
C) 12 


D) 13 





E) 7 


PROBLEMA 


El área de la región triangular ABC es 
24т?, G es su baricentro, AM=MB y 
BN=NC. Calcule el área de la región 
triangular MGN, 


A) 2m* 
B) 1m* 
M N 
C) 0,5m* 
D) 4m* 
A C 
E) 1,5m2 


348 
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PROBLEMA 7 


En un trapecio M, N son los puntos me 
dios de las diagonales y P es el punto de 
corte de los lados no paralelos prolonga 
dos. Halle el área de MNP si el área de! 
trapecio es S. 


A) S/2 
D) S/5 


B) 25/4 
E) S 


C) S/4 


PROBLEMA 


En la figura, si (BM)(AQ)- (MC)(QC) 
halle la relación de las áreas de las regio 
nes ABP y PMCO. 


A) 13/15 


B) 1 
C) 13/14 


D) 14/13 





E) 11/13 А 


PROBLEMA 


En la figura A, B, C son puntos de tan 
gencia, calcule el área de la región 
sombreada. 
В? + г? 


А) 2 


B) 


2R* +r? 
4 
D) ЗВ? + 2r? 
R° + r° 
3 


C) 





E) 


PROBLEMA 773 


Se tiene una región hexagonal ABCDEF 
de área 60u* y sus lados opuestos son 
paralelos y de igual longitud, calcule el 
área de la región triangular ACE 


A) 10u* В) 20u? C) 30u* 
D) 35u* E) 40u* 


Prosiema PITA 

En un triángulo ABC, AB=6u, BC=5u y 
AC=7u y de excentro E relativo a BC, 
luego se traza EH 1 AC (He AC) . Calcule 
la razón de áreas de las regiones triangu- 
lares EHC y ABE. 


А) За ЕВ) 2/58 888 CIU 4 
D) 1/6 E) 73 E 


PnosLrMA CTA | 


Indique la relación entre S,, S, y S.. 





A) S? -S,S, B) S,=S,+S, 
C) S: 28, -9. D) 9,75, +S; 
E) S,=S,-2S, 





ÁREAS 


| 


En el gráfico, 5,24, 5,=9 y EC=EF Cal. 
cule 5. 





B) 12 
E) 11 


C) 6 


| 


Indique el valor de verdad de las siguien- 
tes proposiciones; ` ` 


Tj í 

L. Si un lado de una región triangular es 
un lado de una región rectangular y 
su área es la mitad de la región rec- 
tangular, entonces el vértice opuesto 
a dicho lado estará ubicado en la rec- 
ta que contiene al lado opuesto en la 
región rectangular. 


— 
— 


. Si de una región triangular se conoce 
las longitudes de dos lados y la longi- 
tud de cualquier mediana, entonces se 
conoce su área. 


. Si dos segmentos circulares son equi 
valentes e isoperimétricos entonces los 
círculos que lo contienen tienen igual 


radio. 
+ A) FVV B) VFF C) FFF 
de 
* D) VVV E) FVF 
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109. 
110. 
111. 
112. 
113. 
114. 
115. 
116. 
117. 
118. 
119. 
120. 


121. 
122. 
123. 
124. 
125. 
126. 
127. 
128. 
129. 
130. 
131. 
132. 


85. 97. 
86. 98. 


73. A 
A 

87. C 99. 
B 
Ы 


74. 
75. 
76. 
71. 
78. 
79. 
80. 
81. 
82. 
83. 
84. 


136. ( 
137. H 
138, ( 
139. t 
| 140. D 


88. 100. 
89. 101. 
90. B | 102. 
91. B |103. 
92. C | 104. 
93. C |105. 
D 
C 
D 


e 

a 
* Су) > > G С) @ @ 
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133. C 
134. D 
135. 

| 

| 
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94. 106. 
95. 107. 
96. 108. 
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